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本 书 第 四 版 的 基本 内 容 (第 一 至 三 章 , 第 五 章 ) 与 其 第 一 ,二 版 (1944 ,1953 
年 。 在 前 两 版 中 , 曾 将 弹性 理论 与 流体 力学 合并 为 《连续 介质 力学 》 出 版 ) 相 比 
较 , 只 有 很 小 的 变动 。 这 是 很 自然 的 ,因为 弹性 理论 的 基本 方程 和 结论 在 很 久 以 
前 就 已 经 “定型 ”了 。 

在 第 三 版 (1965 年 ) 增 加 了 关于 晶体 的 位 错 理论 一 章 ( 与 A.M. 科 谢 维 奇 共 
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因此 ,以 后 在 本 教程 的 编排 中 ,无 论 是 讲述 流体 力学 还 是 固体 弹性 理论 ,都 将 适 
当地 介绍 连续 介质 力学 。 
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这 本 由 物理 学 家 写 的 书 ,首先 也 是 针对 物理 学 家 的 。 自 然 , 对 我 们 感 兴 
趣 的 是 通常 在 弹性 理论 教程 中 不 讲述 的 问题 ,例如 热传导 和 固体 黏 性 问题 ,弹性 
振动 理论 和 波 的 许多 问题 。 与 此 同时 ,我 们 只 能 很 简单 地 接触 一 些 专门 的 问题 
(例如 ,复杂 的 弹性 理论 的 数学 方法 , 薄 这 理论 等 等 )。 更 何况 ,在 某 种 程度 上 ， 
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ou 应 力 张 量 
K 各 向 均匀 压缩 模 量 (体积 模 量 ) 
и УЖЕ 
E 拉 伸 模 量 ( 杨 氏 模 量 ) 
о 泊 松 系数 ( 泊 松 比 ) 
cj 纵向 声速 (纵波 波 速 ) 
c, 横 向 声速 ( 横 波 波 速 ) 
tK uE о ЖХ c, с 的 表达 式 , 见 8 22. 
Ки ТЕ, о 之 间 的 关系 公式 : 
Kp Kp 
SR “20+ ' 
Wa з8та М ни 
3(1-29) 2(1 +c) 

全 书 采用 通常 的 矢量 和 张 量 的 指标 求 和 法 则 :在 给 定 的 表达 式 中 ,所 有 重复 
两 次 的 指标 (“ 佛 标 ”) 表示 将 该 量 按 指标 1,2,3 ЖЖ. 

在 第 六 章 中 ,关于 坐标 的 微分 算 子 利用 了 符号 3,0 50/2. 

在 引用 本 《理论 物理 学 教程 》 其 它 各 卷 章节 和 公式 的 号 码 时 ,给 出 卷 号 对 应 
的 书 名 : 

第 一 卷 :《 力 学 》， 

第 二 卷 :《 场 论 》， 

第 三 卷 :《 量 子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )》， 

第 四 卷 :《 量 子 电 动力 学 》， 

第 五 卷 :《 统 计 物 理学 1), 
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第 一 章 


弹性 理论 的 基本 方程 





$1 应 变 张 量 


弹性 理论 的 内 容 ,就 是 把 固体 作为 连续 介质 来 考虑 的 力学 @. 

在 作用 力 的 影响 下 ,固体 将 不 同 程度 地 发 生 形变 名 , 即 它 将 改变 原来 的 形状 
和 体积 . 对 物体 形变 的 数学 描述 ,将 按 下 述 方法 进行 . 物体 任意 一 点 的 位 置 由 
该 点 在 某 一 坐标 系 中 的 径 矢 r( 分 量 为 x =x,x, = y,x, =z) 来 确定 . 一 般 来 说 ， 
当 物 体形 变 时 ,物体 上 所 有 的 点 都 会 有 移动 . 现在 来 研究 其 中 的 任 一 确定 点 ,如 
条 在 形变 前 它 的 径 矢 为 r, 形 变 后 它 将 为 另 一 径 矢 rm( 分 量 为 х). 于 是 ,在 形变 
时 ,物体 上 点 的 位 移 可 以 表示 为 矢量 r'-r, 记 为 u: 

Li =x! – x, CL- 

RA u 称 为 位 移 矢 量 思 自然, 点 在 位 移 后 的 坐标 xi 是 该 点 在 位 移 前 坐标 х, 的 
М. 因此 ,位移 矢 量 也 是 坐标 x, 的 函数 . 把 矢量 u 作为 x, НРА H JS ,物体 
的 形变 也 就 完全 确定 了 . 

当 物 体形 变 时 ,点 与 点 之 间 的 距离 也 会 改变 . 现在 来 考虑 任意 两 个 无 限 接 
近 的 点 .如果 形变 前 两 点 间 的 径 矢 为 dxi, 则 物体 形变 后 该 两 点 间 的 径 矢 将 变 为 
dx; = dx, + ди. 两 点 之 间 的 距离 在 形变 前 为 


dl = Vdxi + dx; +dxy ， 
а= Дата at 


根据 求 和 记 法 的 一 般 法 则 ,有 


形变 后 为 


由 ”弹性 理论 的 基本 方程 是 柯 西 ( A. L. Cauchy) 和 泊 松 (S. D. Poisson) 在 19 世纪 20 年 代 建 立 的 . 
D 形变 亦 称 为 变形 . (К) 5 .扭转 . 剪 切 等 是 形变 的 基本 形式 — Нан: 
D 俄 文 版 原文 为 变形 矢量 或 位 移 矢 量 , 本 书 按 我 国 的 习惯 均 译 为 后 者 . 一 一 译 者 注 


.2. 第 一 章 ”弹性 理论 的 基本 方程 
dP = dx:, dl? = ах? = (ах, + 4и,)*, 
ðu, р ' E 
由 于 du, =de, ,d1? 就 可 以 重新 写 为 
k 


= 
дх, дх, 


因为 等 式 右边 第 二 项 的 指标 ;和 上 大 都 是 俐 标 , 可 以 把 它们 重新 排列 并 写 为 明显 
的 对 称 形 式 : 


ди; 
дх, 


ди; ди, 
(= + ааа, 
而 在 第 三 项 中 ,交换 指标 i 和 1 的 位 置 ,最 后 得 到 
dl” = dP +2u,dxidx, , (1.2) 


式 中 
ди; и, u, ди, 
ыы аа над 
这 些 表 达 式 确定 了 物体 形变 时 线 元 (长 度 单元 ) ОСЯХ. ЖИ wi 称 为 应 变 张 量 ， 
按照 定义 , 它 是 对 称 张 量 , 即 
ме (1.4) 
像 所 有 对 称 张 量 一 样 , 可 以 把 每 一 个 给 定点 的 应 变 张 量 wi 变换 到 主轴 上 . 
也 就 是 说 ,在 任意 给 定点 都 可 以 选择 张 量 的 主轴 坐标 系 . 在 这 个 坐标 系 中 , 张 量 
ui 的 所 有 分 量 ,只 有 对 角 分 量 un ,ua ,uss 不 为 零 ， 这 些 分 量 称 为 应 变 张 量 的 主 
值 ,分别 用 wu" ,ut ,wu 表示， 当然 ,必须 记 住 ,假使 在 物体 某 点 上 张 量 ui 变换 
到 主轴 上 ,但 是 ,一 般 来 说 ,在 物体 的 所 有 其 它 点 上 却 是 非 对 角 化 张 量 , 
如 果 把 给 定点 的 应 变 张 量变 换 到 主轴 上 ,那么 在 包围 该 点 的 体 元 内 , 线 元 
(1.2) 具 有 如 下 形式 : 

dl” = (ô, +2u; )dx,dx, = (1 +2‘) дл? + (1 +2u ) ах + (1 +2u6) ) ахз. 
我 们 看 到 ,这 个 表达 式 已 被 分 解 为 三 个 独立 的 项 . 这 就 是 说 ,在 物体 的 任 一 体 元 
内 ,都 可 以 把 形变 看 作 是 按 三 个 相互 垂直 方向 一 一 应 变 张 量 主轴 方向 上 的 三 个 
独立 形变 的 组 合 ， 每 一 个 这 样 的 形变 都 是 沿 着 相应 方向 的 简单 拉 伸 (或 压缩 ): 
沿 第 一 主轴 方向 ,dx, 的 长 度 变 为 

dx; = И +2и07 ах, , 
对 于 另外 两 个 主轴 方向 ,也 可 类 似 地 求 出 . 因此 , 值 
Ji pon —1 
就 是 沿 着 这 些 主轴 方向 的 相对 伸 长 (d х; -d x,) Zd xi 
实际 上 ,几乎 在 物体 所 有 的 形变 中 ,应变 都 是 很 小 的 . 这 就 是 说 ,在 物体 内 
任何 一 段 距离 的 改变 量 , 与 其 距离 本 身 相 比 ,都 是 很 小 的 . 换 句 话说 ,相对 伸 长 





$1 应 变 张 量 "8 


远 远 小 于 1.， 以 后 ,我 们 将 认为 所 有 的 应 变 都 是 小 量 . 

由 此 可 见 ,如果 物体 处 于 小 形变 , 则 在 物体 内 部 ,用 来 确定 长 度 相 对 变化 的 
应 变 张 量 的 所 有 分 量 都 是 小 量 . 至 于 说 到 位 移 矢 量 ,在 某 些 情况 下 ,即使 应 变 分 
量 很 小 , 它 也 可 能 是 比较 大 的 . 例如 ,一 个 细 长 的 杆 , 甚 至 在 受到 很 大 的 弯曲 时 , 
它 的 两 端 在 空间 已 经 发 生 了 明显 的 变 位 ,而 杆 件 内 部 的 拉 伸 和 压缩 却 是 不 大 的 . 

除了 这 样 的 特殊 情形 外 中 ,在 小 形变 时 ,位 移 矢 量 同样 也 是 小 的 . 实际 上 ， 
任何 "三维 "的 物体 ( 即 ,在 任何 方向 上 的 尺寸 都 不 是 特别 小 的 物体 ) 显然 不 可 能 
发 生 这 样 的 形变 物体 的 个 别 部 分 在 空间 发 生 很 大 的 变 位 ,而 在 物体 内 部 却 
不 产生 强烈 的 拉 伸 或 压缩 . 

关于 细 长 杆 的 问题 我 们 将 在 第 二 章 单独 研究 . 就 是 说 ,在 其 它 情形 下 ,形变 
小 时 ,其 位 移 分 量 u, 连同 它们 关于 坐标 的 导数 也 都 是 小 的 . 因此 ,在 一 般 表达 
式 (1.3) 中 ,可 以 把 最 后 一 项 作为 二 阶 小 量 而 略 去 . 这 样 一 来 ,在 小 形变 情形 下 , 
应 变 张 量 可 以 由 如 下 表达 式 确定 : 

[+ 1.9) 
现在 , 线 元 沿 应 变 张 量 ( 在 给 定点 ) 主轴 方向 的 相对 伸 长 (精确 到 高 阶 量 ) 等 于 
М1 +209 -1=и®, 

亦 即 ,直接 等 于 张 量 и, М. 

现在 来 考虑 任 一 无 限 小 的 体 元 dV ,并 确定 物体 形变 后 体积 的 大 小 dV'. 为 
此 ,在 所 研究 的 点 ,选取 应 变 张 量 的 主轴 作为 坐标 轴 . 这 样 , 沿 着 这 些 轴 的 线 元 
dx, , 4х, , 9х, , 在 形变 后 变 为 ах’ = (1 + u!) 5 dx, 等 等 .体积 dy 等 于 积 
dx, dx, ах, ,而 体积 dV' 等 于 积 dx' dx 4х. 于 是 有 

dV'=dV(1 +u'")(l tu) (1 +u”). 
由 此 , 略 去 高 阶 小 量 ,得 
dV'=dV(1 +u) +u” +u™). 

众所周知 , 张 量 主 值 之 和 wu" +u +u) 是 不 变量 ,并 等 于 在 任何 坐标 系 中 的 对 
角 线 分 量 之 和 : ui = ц, tu, + un. 

这 样 一 来 , 即 有 





dV'=dV(1 +и,). (1.6) 

由 此 可 见 ,应 变 张 量 对 角 分 量 之 和 就 是 体积 的 相对 变化 : (dV' - ЧИ) Хау. 
有 时 ,应 变 张 量 的 分 量 比 较 方便 的 不 是 利用 笛 卡 儿 坐 标 ,而 是 利用 球 坐 标 或 
柱 坐 标 . 在 这 里 ,为 了 便于 查阅 ,我 们 相应 的 引入 用 位 移 矢 量 的 分 量 在 球 坐 标 和 


O 除了 细 长 杆 的 形变 外 ,属于 这 种 情形 的 还 有 薄板 的 柱 面 弯曲 . 同样 应 该 例外 的 还 有 当 * 三 维 " 物 
体 除 了 形变 外 ,整体 还 围绕 某 个 轴 旋 转 有 限 角 度 的 情形 . 
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柱 坐 标 中 的 导数 表示 它们 的 公式 . 























在 球 坐 标 r,0,e 中 : 
_ ди | ды, u, 
ыы. Ы 
l Qu, и, 
w rana pp cot 0 + 
1 /9u ] ди, 
2u, =—| —*-и с + s 
K F. u, cot 6) r sin Ө дф’ 01.2) 
ди, и, 1 ди 
вана 
аг г Eag 
р ди, ди, и, 
* rsing дф дг г 
在 柱 坐标 r,p,z 中 : 
_ ди, 1 ди, и ди. 
7 дг гер & = < дз 
ди. ди ди, ди. 
2u; TE E E A (1.8) 
Р ф а: < ӘБ (8T 
ди и ди 
Wy 
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在 未 形变 的 物体 中 ,分 子 的 分 布 适合 于 物体 的 热平衡 状态 ， 这 时 ,物体 所 有 
各 部 分 彼此 之 间 也 都 处 于 力学 平衡 这 就 意味 着 ,如 果 在 物体 内 部 任意 分 离 出 
一 部 分 体积 ,那么 从 物体 其 余部 分 作用 于 该 体积 上 的 所 有 的 力 之 合力 等 于 零 . 

在 物体 形变 时 ,分 子 的 分 布 发 生 了 变化 ,使 物体 离开 了 原来 所 处 的 平衡 状 
态 , 从 而 产生 了 力图 使 物体 恢复 平衡 状态 的 力 . 这 种 在 形变 时 出 现 的 内 力 称 为 
应 力 . 如果 物 体 没有 形变 ,那么 在 物体 内 部 就 没有 应 力 . 

应 力 是 由 物体 分 子 之 间 彼 此 相互 作用 的 分 子 力 引起 的 . 对 弹性 理论 而 
言 ,最 为 重要 的 事实 ,就 是 分 子 力 具 有 极 小 的 作用 半径 . 在 产生 分 子 力 的 质点 
周围 ,该 分 子 力 的 影响 只 能 扩展 到 与 分 子 间 距 同 样 数量 级 的 距离 上 ， 而 作为 
宏观 的 弹性 理论 , 它 只 考虑 远大 于 分 子 间 距 的 距离 . 因此 ,在 弹性 理论 中 可 以 
认为 分 子 力 的 “作用 半径 ”等于零 . 也 可 以 说 ,在 弹性 理论 中 ,引起 应 力 的 力 只 
能 是 从 某 点 传递 给 相 邻 点 的 “ 近 程 作用 力 ”, 由 此 可 以 得 出 : 物体 内 任何 一 部 
分 ,从 包围 它 的 那 部 分 物体 方面 给 它 的 作用 力 , 只 能 直接 通过 物体 该 部 分 的 表 
面 来 显现 出 . 


Ф ”超过 接触 表面 的 分 子 间 的 相互 作用 力 , 即 所 谓 “ 远 程 作用 力 " ,根据 柯 西 应 力 原理 可 以 忽略 . 
这 使 计算 大 为 简化 ,并 为 实验 所 证 实 . 泽 者 注 
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ща s. == U U U 
这 里 必须 作 如 下 的 说 明 : 如 果 在 物体 形变 时 伴随 有 宏大 的 电场 出 现 , 则 前 
面 的 论断 就 不 正确 了 . 这 样 的 (所 谓 热电 性 或 压 电 性 ) 物体, 详 见 第 八 卷 . 
我 们 在 物体 中 切取 任意 一 部 分 体积 ,并 且 研 究 作 用 在 它 上 面 的 合力 . 一 方 
面 , 这 个 合力 可 以 表示 为 体积 分 形式 . 
[Е dV, 


式 中 下 是 作用 在 物体 单位 体积 上 的 力 . 另 一 方面 ,在 所 研究 体积 内 不 同 部 分 间 
相互 作用 的 力 不 可 能 产生 不 为 零 的 合力 ,因为 根据 牛顿 第 三 定律 (作用 力 与 反 
作用 力 相 等 ) ,这 些 力 在 求 和 时 彼此 相互 抵消 .因此 可 以 认为 ,所 求 的 作用 在 给 
定 体积 上 的 合力 ,仅仅 是 从 围绕 该 体积 的 那 部 分 物体 对 其 作用 力 的 总 和 . 但 是 ， 
按照 前 面 的 说 明 , 作 用 在 所 研究 体积 上 的 这 些 力 是 通过 该 体积 的 表面 而 作用 的 ， 
因此 ,其 合力 可 以 表示 为 在 该 体积 表面 每 个 单元 上 作用 力 的 总 和 , 即 表 示 为 沿 该 
体积 表面 的 某 个 积分 . 


这 样 一 来 ,对 于 物体 任 一 部 分 体积 ,所 有 应 力 之 合力 [F av 的 每 一 个 分 量 都 


可 以 化 为 沿 该 体积 表面 的 积分 . 由 矢量 分 析 可 知 ,如 果 一 个 标量 是 某 个 矢量 的 
散 度 ,那么 这 个 标量 在 任意 体积 上 的 体积 分 就 可 以 化 为 沿 着 那个 体积 表面 的 面 
积分 在 这 里 的 情形 ,所 涉及 的 不 是 标量 积分 ,而 是 矢量 积分 . 因此 ,矢量 正 必 
定 是 某 个 二 阶 张 量 的 散 度 , 即 有 也 


IT iy 





(2.1) 


9x 
于 是 ,作用 在 某 体 积 上 的 力 , 可 以 写 为 沿 包围 该 体积 的 闭合 曲面 上 的 一 个 积 
ә; 


Је. dy = Ja = fosd Л. (2.2) 


ЖЕ rw 称 为 应 力 张 量 . 由 式 (2.2) 可 见 ,od f, 是 作用 于 面 元 (面积 单元 ) 
df 上 的 力 在 第 i 个 坐标 轴 方 向 的 分 量 . 若 在 平面 x*y,yz,zx 上 选取 面 元 ,就 会 发 
现 , 应 力 张 量 之 分 量 e* 是 作用 在 垂直 于 x, 轴 的 单位 面积 上 的 力 在 第 i 个 坐标 轴 
方向 的 分 量 ， 于 是 ,在 垂直 于 x 轴 的 单位 面积 上 , 沿 x 轴 方 向 作用 的 法 线 方 向 的 
力 为 a,,( 称 为 法 向 应 力 或 正 应 力 ) , 沿 y 轴 和 =z 轴 方向 作用 的 切线 方向 的 力 分 别 


(D 产 格 说 来 ,在 确定 作用 于 形变 后 物体 体积 上 的 合力 进行 积分 时 ,不 应 该 用 原来 的 坐标 * ,而 应 该 
用 物体 形变 后 的 坐标 х;. 因此 . 式 (2.1) 也 应 该 对 x' 取 导数 ， 但 是 ,由 于 小 形变 时 ,对 x, 到 导 数 与 对 *' 取 
导数 彼此 之 间 的 差别 是 高 阶 小 量 , 所 以 ,所 有 的 求 导 全 都 是 对 坐标 r, 进行 的 . 

D MERE df 的 方向 沿 着 所 包围 体积 表面 的 外 法 线 方向 ， 借 助 于 用 算 子 dy avaxri 代 换 df; 的 方 
法 可 将 按 闭合 曲面 的 积分 化 为 体积 分 . 
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为 wx 和 ax( 这 两 个 力 称 为 切 向 应 力 或 剪 应 力 ). 

在 这 里 ,关于 力 od f 的 符号 问题 必须 作 如 下 的 说 明 : 在 式 (2.2) 中 , 沿 曲 
面 的 积分 所 表示 的 是 从 物体 其 余部 分 作用 在 被 该 曲面 包围 的 体积 上 的 力 ; 相 
反 , 从 该 体积 作用 于 包围 它 的 表面 上 的 力 则 具有 相反 的 符号 . 因此 ,例如 ,从 内 
部 应 力 那 方面 作用 于 物体 整个 表面 上 的 力 为 


- $e, d f, , 
式 中 的 积分 是 遍及 物体 表面 的 ,而 df 指向 外 法 线 方向 . 
现在 让 我 们 来 确定 作用 在 物体 某 体积 上 的 力矩 ,众所周知 , 力 F ZIE, aA 
写 为 二 阶 反 称 张 量 形式 , 它 的 分 量 为 Fix, - Ех, Ж x, 是 力作 用 点 的 坐标 也 . 


因此 ,作用 在 体 元 dV 上 的 力矩 为 (Fix, - Fx;)dV ,而 作用 在 整个 体积 上 的 力 
Ж 2) 


М, = ЈР, - F x,) dV. 
像 作 用 在 任 一 体积 上 的 合力 一 样 ,该 合力 矩 也 可 以 表示 为 沿 体积 表面 的 积分 . 
将 表达 式 (2. 1) 中 的 ;代入 上 式 , 得 


дс. дс 9 (ох, ыы O uX; ) дх дх. 
М. = |=: ш... чу = — и ( Роль. ИЕ =) ау 
.. 9х, "а ðX, ü ðX, ] а ш 


0x) Əx, 
我 们 注意 到 ,在 上 式 第 二 项 中 的 导数 ax, Zx, 构成 一 个 单位 张 量 6,, ,而 在 第 一 项 
里 位 于 积分 号 后 面 的 部 分 是 某 个 张 量 的 散 度 . 将 该 体积 分 化 为 面积 分 ,最 后 


得 到 : 

M, = (ож, - сих) 4Л + | (вы - ви) У. (2.3) 
如 果 应 力 张 量 是 对 称 的 , 即 

Oi =i (2.4) 

则 式 (2.3) 中 的 体积 分 就 消失 了 (对 于 式 (2.4) 这 个 重要 结果 的 论证 ,我 们 将 在 
本 节 的 最 后 再 来 研究 ). 于 是 , 张 量 M, 将 只 表示 为 按 表面 进行 积分 的 形式 . 这 
时 ,作用 在 物体 某 部 分 体积 上 的 力矩 可 以 简单 的 表示 为 : 

M, = ЈР, - F,x,)dV = Plou - ож) d f.. (2.5) 


在 物体 受 各 向 均匀 压缩 的 情形 下 ,很 容易 写 出 应 力 张 量 . 在 这 样 压缩 时 , 作 
用 于 物体 表面 每 单位 面积 上 压力 的 大 小 都 是 相同 的 ,其 方向 处 处 与 表面 垂直 并 
指向 物体 内 部 ， 如果 用 字母 р 表示 这 个 压力 , 则 作用 在 面 元 df: 上 的 力 为 -pd fi. 5 


Q 力 严 之 矩 定义 为 矢量 积 已 xr, 两 个 矢量 的 撩 量 积 是 一 个 二 阶 反 称 张 量 , 在 本 书 中 将 该 张 基 写 为 
分 量 形 式 . 
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一 方面 ,该 力 又 可 以 通过 应 力 张 量 表 示 为 oad A -pd 520 - ра f, JÉ y 
后 ,我 们 看 到 , 当 物 体 受 到 各 向 均匀 压缩 时 ,应 力 张 量具 有 如 下 形式 : 
Ta = Piws (2.6) 
该 张 量 所 有 不 为 零 的 分 量 ,都 等 于 这 个 简单 的 压力 . 
在 任意 形变 的 一 般 情 况 下 ,应 力 张 量 的 非 对 角 分 量 也 不 为 零 . 这 就 意味 着 ， 
在 物体 内 部 每 一 个 面 元 上 作用 的 力 , 不 仅 有 法 向 应 力 ,还 有 切 向 应 力 . 切 向 应 力 
力图 使 彼此 相 邻 的 面 元 作 平 行 移动 . 
当 平 衡 时 ,在 物体 的 每 个 体 元 内 部 的 应 力 必 然 相互 抵消 , 即 Е, =0. 这 样 一 
来 ,形变 物体 的 平衡 方程 将 有 如 下 形式 : 
дс 
OX, 
如 果 物 体 处 在 重力 场 中 , 则 作用 在 物体 每 单位 体积 上 的 力 ( 由 内 部 应 力 形 
成 的 力 ) 与 重力 pg 21, В Е +ре ЛЗ РЭО, фр ERRED, g 是 物体 自由 下 
落 时 的 加 速度 矢量 ,其 方向 竖 直 向 下 . 在 这 种 情形 下 ,平衡 方程 具有 如 下 形式 : 
IO i 
дх, 
至 于 直接 作用 于 物体 表面 上 的 外 力 (通常 是 引发 形变 的 根源 ) 将 进入 到 平 
衡 方程 的 边界 条 件 中 去 . 设 己 为 作用 于 物体 表面 单位 面积 上 的 外 力 , 则 作用 于 
面 元 df 上 的 外 力 为 Pd f. 在 平衡 时 , 它 应 与 从 物体 内 部 的 应 力 方面 作用 在 同一 
个 面 元 上 的 力 -ond 相抵 消 . 这 样 一 来 , 必 有 
Pdf-o,df, =0. 
把 d 写 为 dfi= nd/ 的 形式 ,其 中 是 表面 外 法 线 方 向 上 的 单位 矢量 ,由 此 得 
$]: 





=0. (2.7) 





+pg; =0. (2.8) 


Tan, =P; (2.9) 

该 式 即 是 处 于 平衡 的 物体 在 全 部 表面 上 必须 满足 的 条 件 (通常 称 为 边界 条 件 ). 

现在 ,我 们 再 来 推导 形变 物体 中 表示 应 力 张 量 平均 值 的 公式 . 为 此 ,用 x， 
乘 方程 (2.7) ,并 按 物 体 全 部 体积 进行 积分 : 


да. ÖLT x, 
一 “xd V = | alous) — ) 
1 


дх, 


д 
ay [|= ду = 0. 
ч дж 


1 


将 上 式 右边 第 一 个 体积 分 化 为 遍及 物体 表面 的 面积 分 ,在 第 二 个 积分 里 ,注意 到 


Q 注意 ,这 里 , 式 (2.7) 以 及 后 面 一 些 地 方 ,如 式 (40.6),(44.9) ,(45.1) 等 处 ,都 提 到 单位 体积 上 
的 力 .要 区 分 两 种 情形 ,一 种 是 由 单位 体积 内 的 应 力 形成 的 力 ,一 种 是 作为 外 力 ( 如 重力 ) 作 用 在 单位 体积 
Е Л ,这 后 者 就 是 弹性 理论 通常 说 的 体积 力 { 简称 体力 )， 一 一 译 者 注 

加” 严格 说 来 , 当 物 体形 变 时 它 的 密度 是 会 改变 的 . 不 过 ,在 小 形变 情形 下 考虑 这 个 改变 ,得 到 的 是 
ПЛАЩ. 因此 ,对 我 们 来 说 是 不 重要 的 . 
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дх,/дх, =64, 由 此 可 得 : 
фолу = [са dy = 0. 
将 式 (2.9) 代 入 第 一 个 积分 中 ,得 
fPixrdf = foa ЧУ = Va,. 


AP V 是 物体 体积 ,c, 是 应 力 张 量 按 全 部 体积 的 平均 值 ， 利用 关系 式 Oa = wu， 
可 以 将 上 式 写 为 对 称 形式 : 


g. = SPa + Payar (2.10) 


这 样 一 来 ,应 力 张 量 的 平均 值 就 可 以 直接 由 作用 于 物体 上 的 外 力 来 确定 ,而 无 需 
先 求解 平衡 方程 . 

现在 我 们 返回 到 前 面 已 经 引用 过 的 应 力 张 量 对称 性 的 证 明 , 因 为 它 需 要 精 
确 的 表述 . 如 果 张 量 cx 的 反 称 部 分 ( 即 式 (2.3) 中 体积 分 内 的 被 积 函数 表达 
式 ) 不 仅 等 于 零 ,而 且 , 它 还 是 一 个 全 散 度 , 亦 即 ,如 果 


ð 
би -би=2- iu Pin = ~ Фи (2.11) 
1 


( 式 中 wu 是 第 一 对 指标 为 反 称 的 任意 张 量 ) , 则 提供 的 物理 条 件 (把 张 量 Ma R 
示 为 只 是 个 沿 表 面 的 积分 ) 将 被 满足 ， 在 这 种 情形 下 ,最 后 这 个 张 量 可 以 通过 导 
数 au;/9x; 表示 ,而 在 相应 的 应 力 张 量 中 出 现 了 位 移 矢 量 的 高 阶 导数 项 . 在 本 书 
弹性 理论 的 叙述 范围 内 ,所 有 这 样 的 项 都 应 视 为 高 阶 小 量 并 弃 之 . 

但 是 ,本 质 上 ,从 原则 的 观点 来 说 ,即使 这 些 项 不 被 忽略 加 ,应 力 张 量 也 可 以 
导入 对 称 形式 . 事实 上 ,按照 式 (2. 1) 确 定 的 这 个 应 力 张 量 不 是 唯一 的 , 即 容 许 
任何 如 下 形式 的 变换 : 


— 


9 
бк - 6, = А" Хаё = Хә (2.12) 
| 


式 中 xu 是 任意 关于 最 后 一 对 指标 反 称 的 张 量 . 很 明显 ,导数 390/9x 和 9 o /6x 都 
由 力 F 确定 ,是 恒 等 的 . 如 果 张 量 wx 的 反 称 部 分 具有 式 (2. 11) 的 形式 , 则 非 对 
称 张 量 oi 可 以 用 这 样 的 变换 导出 对 称 形式 . 对 称 张 量 的 形式 为 


Fa = (a + Tu) + Z (фи + Фи; ): (2.13) 
实际 上 ,根据 张 量 关 系 式 

Хы =Хи TXik Хы (2. 14) 
ВАЯ Ес, -с. НА (2. 12) 的 形式 (P. C. Martin О. Parodi Р. S. Pers- 


Q 按照 微观 理论 的 一 般 论述 ,可 比较 第 二 卷 $ 32. 
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han , 1972). 
$3 形变 热力 学 


现在 考虑 任意 一 个 形变 的 物体 ,并 假定 形变 是 这 样 变 化 的 ,即位 移 矢 量 u, 
改变 一 个 小 量 sw， 我们 来 确定 此 时 由 物体 的 应 力 所 作 的 功 . 将 力 Е, = ac, дх, 
乘 以 位 移 ди, ,并 沿 物体 整个 体积 进行 积分 , 则 有 


有 Rdy = J. 
用 记号 6R 表示 在 物体 单位 体积 的 应 力 所 做 的 功 . 利用 分 部 积分 求 得 
fo Rdy = fo аби, ак = fons Tak 


我 们 考虑 在 无 穷 远 处 不 发 生 形变 的 无 限 介质 . 将 第 一 个 积分 的 积分 曲面 引 
向 无 穷 远 处 , 则 在 该 曲面 上 ex =0, 因 而 积分 消失 . 利用 张 量 ev 的 对 称 性 ,第 二 
个 积分 可 以 写 为 如 下 形式 : 

fo Кау = - 3 А и) ау : 


дх дх 








=- |=. 8 [= + 和 V = - је би ‚ЧИ. 


дх, 
于 是 ,我 们 得 到 
К = -g ôu p (3.17 
这 就 是 用 应 变 张 量 的 变化 来 确定 功 5R 的 公式 . 

如 采 物 体 的 形变 足够 小 , 则 在 引起 形变 的 外 力 停止 作用 后 ,物体 将 恢复 到 最 
初 的 未 形变 状态 ,这 样 的 形变 称 为 弹性 形变 . 在 较 大 形变 时 ,外 力作 用 停止 后 并 
不 能 使 形变 完全 消失 , 即 如 通常 说 的 那样 ,保留 了 某 些 残余 形变 ,因而 物体 的 状 
态 与 受 力作 用 以 前 不 同 ,这 样 的 形变 称 为 塑性 形变 . 今后 ( 除 第 四 章 外 ) 我 们 将 
只 研究 弹性 形变 . 

为 外 我 们 假定 ,形变 过 程 完 成 得 是 如 此 的 缓慢 ,以 致使 任何 瞬间 在 物体 内 部 
都 来 得 及 建立 与 当时 外 部 条 件 相 应 的 热力 学 平衡 状态 (实际 上 ,这 个 条 件 几 乎 
总 是 能 够 满足 的 ). 于 是 ,这 个 过 程 就 是 热力 学 的 可 逆 过 程 了 . 

RITE , Ji Br ХА BJ B ЈЕ ЕЕ, ПН 5, 内 能 = 等 等 ,都 是 指 对 于 物体 
单位 体积 (而 不 像 流体 力学 那样 是 对 于 单位 质量 ) 的 ,并 用 相应 的 大 写字 母 
表示 . 

因此 ,我 们 必须 作 如 下 说 明 : 严格 地 说 ,必须 区 分 形变 前 与 形变 后 的 单位 体 

一 般 来 说 这 两 个 体积 包含 有 不 同 数量 的 物质 ,今后 各 处 ( 除 第 六 章 外 ) ,所 有 
的 热力 学 量 都 是 指 对 于 未 形变 物体 单位 体积 的 , 亦 即 在 单位 体积 内 所 包含 物 质 
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的 数量 ,在 形变 后 可 能 占有 某 个 与 最 初 体积 不 相同 的 体积 . 因此 ,例如 物体 的 全 
部 能 量 往往 是 按 物体 未 形变 的 体积 对 e 进行 积分 得 到 的 . 

内 能 无 限 小 的 变化 de ,等 于 物体 内 所 给 单位 体积 得 到 的 热量 与 应 力 所 做 的 
功 dR 之 差 . 在 可 逆 过 程 中 ,热量 等 于 7 d5, 这 里 7 表示 温度 ， 因 而 de = T 45 - dR. 
由 式 (3.1) 引 入 dR ,我 们 得 到 

de =T dS +o dup (3.2) 

这 就 是 对 于 形变 物体 的 基本 热力 学 关系 式 ， 

在 各 向 均匀 压缩 时 ,由 式 (2.6) 可 知 , 应 力 张 量 cx = -mx 在 这 种 情形 下 ,有 

O du, = -pôdu = 一 pdui. 

但 是 ,我 们 已 经 看 到 ( 见 式 (1.6) ) , 求 和 公式 u; 表 示 形 变 时 体积 的 相对 变化 . 如 
果 研 究 的 是 单位 体积 , 则 wu 自然 是 这 个 单位 体积 的 变化 .而 du 就 是 这 个 体积 
变化 的 体 元 ЧУ. 这 时 ,热力 学 关系 式 即 变 为 通常 的 形式 : 


de = TdS - рау. (3.2a) 
若 用 物体 的 自由 能 下 =e - TS 代 换 内 能 e, 则 关系 式 (3.2) 即 可 改写 为 
dF = - 5АТ + gdu (3.3) 
最 后 ,把 物体 的 热力 学 势 Ф 定义 为 
Ф = е - Т - ои = Е -ou (3.4) 
该 式 即 是 通常 表达 式 Ф = е - TS +рУФ 的 推广 . 将 式 (3.4) 代 入 (3.3) 得 
ЧФ = -SdT -udo,. (3.9) 


式 (3.2) 和 (3.3) 中 的 独立 变量 分 别 是 S,wx 和 T, un 应 力 张 量 的 分 量 ， 
nj 1 Е S 或 温度 了 不 变 的 情况 下 由 上 或 下 对 应 变 张 量 的 分 量 取 导 数 得 
到 : 


类 似 的 ,将 势 Ф 对 应 力 分 量 o;, 取 导数 , 即 得 形变 分 量 ug: 


$4 МЕ 
为 了 使 普遍 的 热力 学 关系 有 可 能 应 用 于 任何 形变 的 具体 情形 中 а WAS 


Q ”在 受到 各 向 均匀 压缩 时 ,表达 式 (3.4) 变 为 
Ф=Е+ри, =Р+р(У-И,), 
RP V-V 为 由 形变 引起 的 体积 变化 . 由 此 可 见 ,我 们 这 里 所 采用 的 的 定义 与 通常 热力 学 所 采用 的 定 
X. p= F +pV 的 区 别 只 是 多 了 -pVo 这 一 项 . 


$4 яж A о 


物体 的 自由 能 表达 式 F 作为 应 变 张 量 的 函数 ,利用 小 形变 并 适当 地 把 自由 能 展 
FA ui 的 此 级 数 ,就 很 容易 得 到 上 述 的 表达 式 . 在 这 里 ,我 们 暂且 只 研究 各 问 
同性 物体 ,关于 晶体 的 相应 表达 式 ,将 在 后 面 的 $10 中 给 出 . 
现在 考虑 处 于 某 一 ( 沿 物体 不 变 ) 温 度 下 的 形变 物体 ,我 们 认为 : 在 同一 温 
度 下 (这 个 限制 的 必要 性 ,是 因为 热膨胀 . 详 见 $6) , 当 不 存在 外 力 时 ,物体 处 于 
未 形变 状态 . 这 时 , 当 wj =0 时 ,同样 应 力也 不 应 该 存在 , 即 必须 有 о =0. 因为 
са =9F/9ui, 所 以 ,在 将 让 按 的 短 级 数 展开 时 ,应 没有 线性 项 . 
其 次 ,因为 自由 能 是 标量 ,所 以 在 F 展开 式 中 的 每 一 项 也 必须 是 标量 . 由 对 
称 张 量 的 分 量 几 能 够 组 成 两 个 独立 的 二 次 寡 标 量 . 可 以 选取 对 角 分 量 的 平方 
和 几 以 及 张 量 所 有 分 量 几 的 平方 和 wa 作为 这 两 个 标量 . 因此 ,将 F OF и, 
的 震级 数 时 ,我 们 就 得 到 精确 到 二 次 项 的 表达 式 : 
F =F. +u + ри? (4.1) 
这 就 是 形变 后 各 向 同性 物体 自由 能 的 一 般 表 达 式 .其 中 入 和 称 为 拉 梅 常量 . 
在 $1 中 我 们 已 经 看 到 ,物体 形变 时 体积 的 变化 由 和 式 и fü E. 如 果 这 个 
和 式 等 于 零 , 那 就 是 说 ,在 形变 时 物体 体积 保持 不 变 , 而 改变 的 只 是 它 的 形状 . 
这 种 不 改变 体积 的 形变 称 为 纯 剪 形变 . 
相反 的 情况 是 改变 体积 而 不 改变 形状 的 形变 .在 这 种 形变 时 ,物体 的 每 一 
个 体 元 都 保持 原来 的 形状 . 由 $1 得 知 ,这 样 形变 的 应 变 张 量 都 具有 u, = сопы * px 
的 形式 , 称 为 各 向 均匀 压缩 . 
任何 形变 都 可 以 表示 为 纯 剪 形变 和 各 向 均匀 压缩 形变 之 和 ,为 此 ,只 需 写 出 
恒等式 : 
Е | и - Зы) + би, (4.2) 
显然 ,右边 第 一 项 是 纯 剪 形变 ,因为 它 的 对 角 线 项 之 和 等 于 零 ( 注 意 ,5 =3) ,而 
第 二 项 与 各 向 均匀 压缩 形变 有 关 . 
作为 各 回 同 性 物体 形变 自由 能 的 一 般 表 达 式 ,有 时 写 为 另外 一 种 形式 来 代 
蔡 式 (4. 1) 更 为 方便 ,这 就 是 将 任意 形变 分 解 为 上 面 所 说 的 纯 剪 形变 和 各 向 均 
匀 压 缩 形变 , 即 选取 相当 于 式 (4.2) 中 的 第 一 项 和 第 二 项 组 成 的 平方 和 ,作为 式 
(4. 1) 中 两 个 独立 二 次 寡 的 标量 . 这 样 ,F 将 具有 如 下 形式 四; 


2 


I É 
F = и, -了 so] кощ. (4.3) 


Ф ЖЕР, 为 物体 未 形变 时 的 自由 能 ,以 后 对 我 们 不 感 兴趣 . 因此 ,为 了 简便 起 见 ,我 们 总 是 省 酷 
Е. 这 就 是 说 在 严 里 面具 有 一 个 对 我 们 感 兴趣 的 形变 自由 能 ,就 是 通常 所 说 的 弹性 自由 能 、 
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其 中 入 分 别称 为 各 向 均匀 压缩 模 量 ( 或 体积 模 量 ) 和 剪 切 模 量 . K 与 拉 梅 党 
量 的 关系 为 


К=л +. (4.4) 


众所周知 ,在 热力 学 的 平衡 状态 中 ,自由 能 取 极 小 值 . 如 果 在 物体 上 没有 作 
用 任何 外 力 ,F 作为 的 函数 ,在 wu =0 时 ,应 取 极 小 值 . 这 就 意味 着 ,二 次 型 公 
式 (4.3) 必 然 为 正 ， 如 果 选 取 张 量 u, и, =0, 则 式 (4.3) 中 只 剩 下 了 第 一 项 ; 
如 采 选 取 张 量 为 wx = const - 6x 形 式 , 则 式 (4.3) 中 只 剩 下 了 第 二 项 . 由 此 得 出 ， 
系数 К 和 几 的 每 一 个 都 为 正 数 ,是 公式 (4. 3 ) 为 正 的 必要 条 件 (显然 ,也 是 充分 
RIF). 

这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 体积 模 量 和 剪 切 模 量 永远 为 正 数 的 结果 , 即 

К>0, и>0 (4.5) 

现在 ,利用 热力 学 一 般 关 系 式 (3.6) ,并 借以 确定 应 力 张 量 . 为 了 计算 导数 

9F/9ui ,我 们 写 出 全 微分 dF( 在 恒温 下 ) ,有 
dF = Ки, ди, юц Wi - us )d[ иа - зид). 

在 第 二 项 中 ,用 8 乘 第 一 个 括号 即 得 零 ,因此 , 剩 下 的 是 


dF = Ku,du, + 2 "Е зда) dun 
或 者 ,把 du, Ej 3 6,du 的 形式 , 则 有 

dF = Í Ки,8, + ш u= +, ] dua. 
由 此 ,对 于 应 力 张 量 , 有 


Ta = Kuyë6;, юц и - заш). (4.6) 
该 式 就 是 对 于 各 向 同性 物体 通过 应 变 张 量 确定 应 力 张 量 的 表达 式 . 由 上 式 可 
见 , 如 果 形 变 是 纯 前 或 纯 各 向 均匀 压缩 , 则 oq 和 wi 之 间 的 关系 仅 由 一 个 前 切 模 
量 或 一 个 体积 模 量 确定 . 
不 难 求 得 相反 的 公式 , 即 用 oi 表示 uj 的 关系 式 . 为 此 ,我 们 求 出 对 角 线 项 
之 和 ci 因为 对 于 式 (4.6) 的 第 二 项 这 个 和 化 为 零 ,所 以 z, =3Ku ,或 
l 


Ui; ET ai (4.7) 
将 该 式 代 入 式 (4.6) ,并 由 此 确定 u, ,得 
] ] 1 
ua = даси ty |a — бои), (4.8) 


依 此 式 即 可 由 应 力 张 量 求 出 应 变 张 量 . 
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等 式 (4.7) 指 出 ,在 各 向 同性 物体 的 任何 形变 中 ,体积 的 相对 变化 &; 仅 仅 依 
赖 于 应 力 张 量 对 角 分 量 之 和 ou, 并 且 uM cu 两 者 之 间 的 关系 仅 取决 于 体积 模 
Ш. 在 物体 各 向 (均匀 ) 压 缩 时 ,应 力 张 量具 有 с, = -P6u 形 式 , 所 以 在 这 种 情况 
下 ,由 式 (4.7) 有 


и: = > (4.9) 


因为 小 形变 ,uw 和 p 都 是 小 量 ,故而 可 以 把 体积 相对 变化 与 压力 的 比 wi/p 写 为 
微分 形式 ,于 是 


式 中 的 1⁄K 称 为 各 向 均匀 压缩 率 ( 简称 压缩 率 或 压缩 系数 ). 

由 式 (4.8) 可 见 , 应 变 张 量 wx 是 应 力 张 量 ex 的 线性 函数 . 换 句 话说 ,形变 
与 施加 于 物体 上 的 力 成 正比 . 这 个 对 于 小 形变 存在 的 定律 称 为 胡 克 定律 出 . 

我 们 再 引入 一 个 形变 物体 自由 能 表达 式 的 有 用 公式 ,这 可 由 下 是 应 变 张 量 
的 二 次 型 而 直接 获得 . 根据 欧 拉 定 理 , 有 

92 =2F. 

由 此 可 见 ,3F/9u, = o. H 
Чьи 
Ë 

如 果 在 这 个 公式 中 ,将 & 代 以 分 量 ex 的 线性 组 合 表达 式 , 则 弹性 能 即 可 表 
示 为 wx 的 二 次 函数 ,再 次 应 用 欧 拉 定 理 , 即 得 


Ë= (4.10) 


将 该 式 与 (4. 10) 比较 可 得 





(4.11) 


但 是 必须 强调 指出 ,公式 z, = ƏF/9u ВН 一 般 关 系 式 ， тсе 
(4. 11) ,其 正确 性 与 满足 胡 克 定律 有 关 . 


$5 均匀 形变 
让 我 们 来 研究 几 个 最 简单 的 均匀 形变 , 即 沿 物体 整个 体积 的 应 变 张 量 都 是 


O 事实 上 , 胡 克 定律 适用 于 一 切 弹性 形变 . 问题 在 于 , 当 形 变 小 到 这 种 程度 ,以 致 胡 克 定律 还 有 足 
够 好 的 近似 时 ,形变 本 身 通常 已 经 不 再 属于 弹性 形变 了 (橡皮 类 型 的 物体 除外 ). 
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销量 的 形变 由， 作为 均匀 形变 的 例子 ,如 我 们 已 经 研究 过 的 各 向 均匀 压缩 便 是 . 

现在 来 研究 杆 的 所 谓 简单 拉 伸 (或 压缩 ). 设 杆 沿 z 轴 放置 ,在 两 端 施加 方 
回 相 反 的 拉力 ,均匀 的 作用 于 杆 件 的 端 表 面 上 , 设 p 为 单位 表面 上 作用 的 力 . 

因为 是 均匀 形变 , 即 几 沿 着 整个 物体 是 不 变 的 , 故 应 力 张 量 wx 同样 也 是 不 
变 的 . 所 以 wx 可 以 直接 由 边界 条 件 (2.9 ) 确定 . 在 杆 的 侧 表 面 上 不 存在 外 力 ， 
[Ч с.п, =0. 由 于 在 侧 表面 上 单位 矢量 冬 直 于 z 轴 , 即 只 有 分 量 n,,n,, 故 由 
此 可 以 得 出 : 在 oi 的 所 有 分 量 中 ,除了 ao. 之 外 ,其 余 的 全 部 等 于 零 . 在 杆 的 端 
表面 上 ,on =p, 所 以 а. = р. 

由 联系 应 变 张 量 和 应 力 张 量 的 一 般 表 达 式 (4.8) 可 知 , 张 量 ww 中 ,所 有 ik 
的 分 量 都 等 于 委 . 对 于 其 余 的 分 量 ,可 求 得 

ü. =u = . (к +) ESEN) 

分 量 u MERA z НН К. 在 疡 前 边 的 系数 称 为 拉 伸 系 数 ,而 它 

的 倒数 称 为 拉 伸 模 量 (或 杨 氏 模 量 ) , 记 为 下 ,于 是 有 


и. = Е. (5.2) 
式 中 

， ЭК 

Е ея чт, (3.3) 


由 分 量 u и, ХЕ FF0J BS Ip] ЯНУ ЕЙ. 而 横向 压缩 与 纵向 拉 伸 的 比 称 为 激 松 
(ВОНА), Ш о®, РЕЖ 


и, = - си, (5.4) 
式 中 
_ 1 ЗК = 
= TETN 19; 9) 


因为 天 与 上 总 是 正 的 , 故 对 于 不 同 的 材料 НА R SEE - 1( # К =0 BJ) $] 1/2 
(Œ pu =0 H) 2 7169. FE 


中 ”因为 通过 总 共 3 Mik AR RR Ht u 的 3 个 分 量 ) 的 导数 来 表示 张 量 wx 的 6 个 不 同 分 量 ( К 
$7 习 题 9) ,所 以 作为 坐标 函数 的 应 变 张 量 的 分 量 不 全 是 独立 的 量 . 但 是 ,原则 上 能 够 用 任意 方式 给 出 
4 的 6 个 固定 的 量 . 

D Шо 表示 泊 松 系数 ,而 用 oi 表示 应 力 张 量 的 分 量 , 这 不 会 引起 误解 ,因为 与 前 面 的 泊 松 系数 不 
同 ,后 面 的 应 力 张 量 符 导 总 是 带 有 指标 的 . 

3 事实 上 , 泊 松 系数 只 是 在 0 到 172 的 范围 内 变化 ,这 是 因为 ,直到 现在 为 止 , 还 未 发 现 c <0, 亦 即 
在 纵 癌 拉 伸 时 变 厚 了 的 物体 . 我 们 同样 指出 ,不等式 c >0 tj A >0 是 符合 的 , 换 句 话说 ,这 两 项 的 值 不 仅 
在 表达 式 (4.3) 中 总 是 正 的 ,在 式 (4.1) 中 ,也 总 是 正 的 ,虽然 这 并 不 是 热力 学 要 求 的 .er 的 值 接近 于 1/2 
( 例如 橡皮 ) Т РУЫ Bš NE ос ЈА F FE 88 Eš ht 0986. 
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-1<0«5- (5.6) 

最 后 ,在 杆 件 拉 伸 时 ,其 体积 的 相对 增加 等 于 
u = (5:7) 
利用 公式 (4. 10) 可 以 直接 写 出 拉 伸 杆 的 自由 能 ,因为 不 为 零 的 分 量 只 有 o., 故 
Рино, =b (5.8) 


以 后 ,我们 通常 用 E о 代替 模 量 K 和 只 ,而 第 二 个 拉 梅 常量 A 同样 可 以 
ЖУ Е Жо 表示 ,这 些 公 式 为 

A ОРД и V 

(1-20) (1 +с) 2(1 +0) 3(1-2а) 

Ех, RARS E Мо 表示 上 一 节 写 出 的 几 个 一 般 公式 ， 自 由 能 公式 : 


(5.9) 


| Ë те. 
TE Ne a pe (5. 10) 
用 应 变 张 量 表示 应 力 张 量 的 公式 : 
Е T 
С ik A Uik треба). (5.11) 
相反 的 公式 : 
ша = 二 [(1 +9) 0. oud (5.12) 


由 于 公式 (5.11) 和 (5. 12) 经 常 要 用 到 ,这 里 为 方便 起 见 ,把 它们 用 分 量 形式 写 
出 如 下 : 


Е 
ТЕУ ЕСА -c)u, +c(u, +u,)], 
бете -с)и,, +9(и,, +и.)], 
Е 
OT tl rt -g )u, +o (u „tu, 门 ， 
E E E 


= u g., = u О = у 
m Е o n р" ” 1+9” 








с 


(5.13) 
而 相反 的 公式 : 


и. = [9-е +а.)], 


= 
11 


ее, +6.) 1: 


u [p 000, Ф]. 
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о. и. =. а, u, = 500, (5.14) 

现在 我 们 来 研究 杆 的 压缩 . 假设 杆 的 侧面 是 固定 的 ,以 致 它 的 横 截 面 尺 十 

不 能 改变 . 使 杆 件 产生 压缩 的 外 力 ,是 加 于 杆 的 两 端 并 沿 其 长 度 方向 作用 的 力 . 

这 里 ,我 们 仍然 选取 长 度 方向 作为 z 轴 . 这 样 的 形变 称 为 单 向 压缩 . 由 于 杆 件 只 

ВЕН: z 轴 形变 ,故而 在 ui 的 所 有 分 量 中 ,不 为 零 的 分 量 只 有 и, 由 式 (5. 13), 
现在 我 们 有 





И Ec х _ E(1-ø) 
sliol 20)" “ат (1-20) 
仍然 用 р 表示 压缩 力 (o. =p, 在 压缩 时 p ЖАН) , 则 有 

А (1+0) (1-29) 
м — Е(1-о) | 
E р 前 面 的 系数 称 为 单 向 压缩 系数 . 而 横向 应 力 为 


Ox =. 


(5.15) 


Is =O =p (5. 16) 


最 后 , 杆 的 自由 能 为 


рые ЛЕВИ, 


2Е(1-а) СИИ 


$6 有 温度 变化 的 形变 


现在 来 研究 伴随 物体 有 温度 变化 而 发 生 的 形变 ,温度 发 生变 化 可 能 是 由 于 
形变 过 程 本 身 ,也 可 能 是 外 部 原因 . 

我 们 将 物体 在 没有 外 力作 用 并 给 定 某 温度 Tu 时 的 状态 作为 未 形变 状态 . 
如 果 物 体 处 于 与 T, 不 同 的 温度 了 ,一 般 来 说 ,即便 是 没有 外 力作 用 ,物体 也 将 因 
存在 热膨胀 而 发 生 形变 .因为 在 自由 能 (7) 的 展开 式 中 ,不 仅 包含 应 变 张 量 的 
平方 项 ,还 有 其 线性 项 . 由 二 阶 张 量 的 分 量 wu 总 共 只 能 组 成 一 个 线性 标量 , 即 
它 的 对 角 分 量 之 和 uw,;. 其 次 我 们 假定 ,伴随 形变 发 生 的 温度 变化 了 - T, 很 小 . 
因此 可 以 认为 ,在 F 的 展开 式 中 ,wi 前 面 的 系数 与 温差 7-7 成 正比 ( 当 了 = T, 
时 ,该 项 为 零 ). 这 就 意味 着 ,对 于 自由 能 可 以 得 到 下 面 的 公式 (代替 式 (4.3)): 

Е(Т) =Е,(Т) – Ка(Т-Т,)и, ц и. - а) + (6.1) 

式 中 已 将 7-7, 前 面 的 系数 写成 了 - Ка 的 形式 . ERE, МА и, К,а 是 常 
Bh. 如 果 考 虑 它们 依赖 于 温度 的 关系 , 则 将 引进 高 阶 小 量 . 

将 下 对 zs 求 导 , 即 得 到 应 力 张 量 ,我 们 有 


1 
а= RT, е8. +24 и, - зди). (6.2) 
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这 里 的 第 一 项 是 与 物体 温度 变化 有 关 的 附加 应 力 , 当 物体 自由 热膨胀 时 (在 没 
有 外 力 情形 下 ) ,应 该 没有 内 应 力 . М о, =0, 即 求 出 ua, ERK const* 56, 形式 ， 
并 且 

va =а(Т-Т,). (6.3) 
但 и Е НАЯ НУ AE E , Bl а 不 是 别 的 , 正 是 物体 的 热膨胀 系数 . 

在 各 种 (热力 学 意义 上 的 ) 不 同类 型 的 形变 中 ,最 重要 的 是 等 温 形变 和 绝热 
形变 . 在 等 温 形变 时 ,物体 的 温度 是 不 变化 的 . 据 此 ,在 式 (6.1) 中 ,应 置 7=7,， 
即 回 到 了 通常 的 公式 .系数 上 和 jw 也 因此 称 为 等 温 模 量 . 

在 绝热 形变 时 ,物体 不 同 部 分 之 间 ,当然 还 有 物体 跟 周围 介质 之 间 ,都 不 发 
Е ЗЕ Ну, 5 仍然 是 常量 . ХА, МЕРА H Ë XT Е SESK - 3F/ 
ӘТ. 对 式 (6. 1) 求 导 , 即 得 精确 到 ww 的 一 阶 精度 的 关系 式 : 

S(T) =5.(Т) + Каш. (6.4) 
令 该 式 等 于 常量 , 便 可 以 确定 形变 时 温度 的 变化 , 它 与 wu 成 正比 : 


С тт) = – Каш, (6.5) 
Т, 
将 该 表达 式 代 人 式 (6.2) , 即 得 到 o, 通 常 形式 的 表达 式 : 


MES 


са = К.и, + ш Uik 3 даш). (6.6) 


该 式 同样 带 有 剪 切 模 量 ,但 还 带 有 另外 一 个 模 量 K,, , 即 绝热 体积 模 量 . 绝热 模 量 
K,, 与 通常 的 等 温 模 量 K 的 关系 可 以 直接 通过 如 下 的 一 般 热力 学 公式 求 出 : 


(50) (30) ә” 
AF C, 是 在 压力 不 变 时 相对 于 物体 单位 体积 的 热 容 量 ， 如 果 把 理解 为 形变 


前 物体 单位 体积 包含 的 材料 所 占有 的 体积 , 则 导数 a VaT 和 aV/ap 分 别 给 出 加 
热 时 与 压缩 时 体积 的 相对 变化 . 换 名 话说 


(в), =. (G) (85), ж 
ХЕ — Ж BIGE T ARRA RAE [B| B X: Ф, 
к E C° Ва (6.7) 
对 于 绝热 拉 伸 模 量 和 绝热 泊 松 系数 很 容易 求 出 如 下 关系 ， 


D 为 了 从 式 (6.5),(6.6) 中 得 到 这 些 公式 ,还 必须 利用 熟知 的 热力 学 公式 C, - С, = То? K. 
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. 18-- 
Е а + ETa/ (9C) 

Е таа: реа =< P 
Aie] “" 1-Ern ое.) ea 

实际 上 , 值 ETa`'/C 通常 是 很 小 的 ,因此 可 以 足够 精确 地 写 为 : 
E, =a +P E, пао +(1 +o) а (6.9) 

在 等 温 形变 时 ,应 力 张 量 表 示 为 自由 能 的 导数 形式 
дЕ 
O= т ) - 





该 写 为 ( 见 式 (3.6) ) : 
{2e 
“ и: 


式 中 e 是 内 能 . 因此 ,在 绝热 形变 时 ,类 似 于 (4.3) 的 表达 式 , 确 定 的 不 是 自由 


£ 
能 ,而 只 是 普通 的 物体 单位 体积 的 内 能 : 
Kaa 1 I 
E aai Tiai. Ц Wik - учида) (6.10) 


ЕН EB ,应 
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现在 来 推导 各 向 同性 固体 的 平衡 方程 为 此 ,必须 将 应 力 张 量 表达 式 


(5.11) 代 入 一 般 方程 (2.8): 
=0. 





k 
GET 


我 们 有 
Tik _ Ес 20а. Е ди. 
(1+0) (1-20) Әх, аа Əx, 


әх, 
于 代入 上 式 ， 即 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 





и, ди, 
sz Так. 


1 
再 将 ба ->| дх, 
CT. 1) 


Е du, E ðu u, -0 
2(1+0) дл: t>(1 +а)(1-2а) ах д Pe Eo 
这 些 方 程 , 可 以 很 方便 地 改写 为 矢量 形式 . 在 这 些 符 号 中 ,9 ur ERE V° 
У и. 这 样 一 来 ,平衡 方程 即 可 表示 为 
2139). (7.2) 


的 分 量 ,而 дш/дх, = 
VV -u= -p Е 





Vu + т = 
有 时 将 这 个 方程 写 为 某 种 其 它 形式 更 为 方便 ,利用 熟知 的 矢量 分 析 公 式 
VV - и=У’и + Ухухи, 


则 式 (7.2) 具 有 如 下 形式 : 
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уу. и xV xu= -pg 2a), 
我 们 写 出 在 均匀 重力 场 中 的 平衡 方程 ,是 考虑 到 在 弹性 理论 中 ,重力 是 最 常 
见 的 体积 力 (简称 体力 ). 在 任意 体力 的 情况 下 ,方程 式 右 边 的 矢量 pg 可 以 用 其 
它 相 应 的 体力 密度 代替 . 
最 重要 的 情形 ,形变 不 是 由 体力 引起 的 ,而 是 由 附加 于 物体 表面 上 的 力 而 引 
起 的 . 这 时 ,平衡 方程 记 为 
(1-2а)У?’и+УУ :wu=0, (7.4) 


(7.3) 


为 一 种 形式 ,为 
2(1-o)VV:u-(l1l-20) VxVxu=0. (7.5) 
外 力 只 能 通过 边界 条 件 的 方式 而 进入 解 中 . 
对 于 方程 (7.4) 应 用 散 度 算 子 ,并 记 住 V . V =V?, 则 得 
V: Y igap, (7.6) 
即 V .wu( 形 变 时 确定 体积 变化 的 量 ) 是 调和 函数 . 对 方程 (7.4) 应 用 拉 普 拉 斯 算 
+° , 即 得 到 
Vs0， (7.93 
亦 即 在 平衡 时 ,位移 矢 量 满 足 重 调和 方程 . 这 个 结果 在 均匀 重力 场 时 有 效 ( 因为 
在 进行 微分 运算 时 ,方程 (7.2) 的 右 端 项 消失 ). 但 是 ,在 体力 沿 物体 变化 的 一 
般 情 形 下 ,这 些 结果 就 不 正确 了 . 
位 移 和 撩 量 满足 重 调和 方程 这 一 事实 ,并 不 意味 着 平衡 方程 (在 没有 体积 力 
HJ) 的 一 般 积分 是 任意 重 调和 矢量 的 函数 . 必须 记 住 ,函数 &(x*,y,z) 实 际 上 还 
必须 满足 更 低 阶 的 微分 方程 (7.4). 同时 ,平衡 方程 的 一 般 积 分 可 以 通过 任意 重 
调和 矢量 的 导数 表示 (见习 题 10). 
如 果 物 体 非 均匀 加 热 , 则 在 平衡 方程 中 必须 增加 附加 项 ,在 应 力 张 量 中 必 


须 考虑 -Ka(7 了 -7 )6 项 ( 见 式 (6.2)). 而 在 ао „/дх, 中 相应 的 出 现下 面 一 
项 : 


最 后 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 
TEIE (1 —2 
i сечу й i = 
现在 来 谈 谈 平面 形变 的 特殊 情形 . 在 这 种 情形 下 ,在 整个 物体 内 ,位移 矢 量 
的 一 个 分 量 等 于 零 (4, =0), Ши, ‚и, 仅仅 与 x,y AR. 这 时 ,应 变 张 量 的 分 量 
usUs su,: 恒 和 等于零, 应 力 张 量 的 分 量 o,,,o,. 也 同时 为 零 ( 但 是 ,纵向 应 力 c, 不 
为 零 , 它 的 存在 能 够 保证 物体 沿 z 轴 方 向 的 长 度 不 变 ). 


V xV xu =o Ç T. (7.8) 
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因为 所 有 的 量 都 与 坐标 > 无关, 所 以 平衡 方程 (无 体力 时 ) до /дх, =0, 在 
现在 的 情形 下 ,归结 为 如 下 两 个 方程 : 











+ i я _ 0. 2: 
дх ду дх " ду Мену 


能 满足 上 述 这 些 方程 的 函数 rs.,ocw,cw 的 最 一 般 形 式 是 


2 2 2 
РО g = S K. n ¿d (7.10) 


ду’ У джду’ “m” дл 


式 中 的 是 x,y 的 任意 函数 . 不 难 求 出 这 个 函数 所 应 该 满足 的 方程 ,这 样 的 方 
程 是 肯定 存在 的 ,因为 实际 上 这 三 个 量 o,,,o,,0,,, 总 可 以 通过 两 个 量 ws,u 来 
表示 ,因此 这 三 个 量 并 不 是 相互 独立 的 . 借助 于 公式 (5. 13 ) ,对 于 平面 形变 我 们 
求 得 





PP sssi 
рау № 
但 是 
2 ди, ди, _ 
„+= УХ 9 u, +u, = дх Pa v "№ 


而 根据 公式 (7.6) ,VY ` u 是 个 调和 函数 ,我 们 就 可 以 断定 ,函数 X 满足 如 下 
方程 : 
V: Vy=0, (7. 11) 
亦 即 x 是 个 重 调和 函数 . 函数 x 称 为 应 力 函 数 . 在 求解 平面 问题 并 找到 函数 x 
之 后 ,纵向 应 力 o.. 即 可 直接 按 如 下 公式 求 出 : 
сЕ 


“= = (1+0) (1 -2а) 


(и„+и,) =0(0,,+0,), 
或 
с. =F Vy. (7. 12) 
2) 题 
习题 1 试 确定 重力 场 中 竖 直 放置 的 长 杆 (长 度 1) 的 形变 . 
解 :; 取 z 轴 活 杆 轴 的 方向 ,而 xy 平面 置 于 杆 下 端的 基础 平面 上 ， 平衡 方程 
е0, = spg: 


在 村 的 侧 表面 上 , 除 0 外 ,0 的 所 有 分 量 都 变 为 零 ,而 在 上 端 (z=1)，g。 = 
с, = =. =0. 使 这 些 条 件 满足 后 , 即 得 到 平衡 方程 的 解 : 
с. = -рЕ(1-), 
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而 其 余 的 所 有 分 量 : о, =0. о и АФ: 


cs ИВ _ РЕ -=) 
u, =u, = pg(l Ej; US Е s 


由 此 积分 便 得 到 位 移 失 量 的 分 量 : 


u, = Ep8 (1 -7)%, 
u, = Ep8 (1 -72)y, 
i + И 2 2 
и, Бі! (l-z) - а(х + 和 ) |. 


и, 的 表达 式 仅 仅 在 杆 件 下 表面 的 一 个 点 上 满足 и =0 的 边界 条 件 ， 因 此 ,所 得 
到 的 解 在 杆 件 下 端面 附近 是 不 适用 的 . 

习题 2 试 确定 空心 球 ( 内 和 外 半径 分 别 为 RR 和 RR,) 的 形变 ,在 球 的 内 部 
作用 压力 p ,在 球 的 外 面 作用 压力 p 

解 :引入 球 坐 标 , 原 点 取 在 球 心 . 各 处 u 的 方向 都 是 沿 着 半径 的 ,而 且 只 是 7 
的 函数 ,因此 ,V xU=0, 而 方程 (7.5) 化 为 





VV -u=0. 
于 是 
Wg ER = const = 3а 
r т 
或 
b 
wm qr ps 
r 
应 变 张 量 的 分 量 ( 见 式 (1.7)): 
2b b 
u, =а--, ив = Wey =а T 
r r 
径 向 应 力 : 
E FE 


» 《工本 tr 二 二 
常数 a de b 由 边界 条 件 确 定 . 边界 条 件 : 当 r=R 时 ,go,= -pi; 当 r=R, 时， 


с, = = Pr; 由 此 得 到 
PR; -p:R; l -20 p _ RiR2(p, Рз) l + Cr 


К; – Кі Е ' R; -RÌ 2Ë ` 
如 在 球 的 内 部 作用 压力 p, =P, 而 在 外 部 p, = 0 时 , 沿 着 球 厚 度 的 应 力 分 布 
由 如 下 公式 给 出 : 
四 
"ви 
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у ТА h = R, -R << 民 的 薄 球 壳 , 则 有 近似 公式 : 


„РИ -0) _ pR 
2 Eh š æ 57 


(a, 为 径 向 应 力 沿 薄 壳 厚度 上 的 平均 值 )， 
对 于 具有 球 腔 (半径 为 民 ) 的 无 限 弹性 介质 ,在 承受 各 向 均匀 压缩 时 的 应 力 
分 布 ,可 置 R, =R,R, = % ‚р, =0,р, =p Я}: 


i R° 
MW = | -=). ом =, = Р +57). 


Съ = С s 


nfe 


2r 
在 球 腔 的 边界 上 ,与 球 腔 相 切 方向 的 正 应 力 wm =0。s = -3p/2, 即 已 超出 无 限 远 
处 的 压力 . 
习题 3 试 确定 实心 球 (半径 尺 ) 在 自身 引力 场 作 用 下 的 形变 . 
解 : 在 球体 单位 质量 上 作用 的 引力 等 于 -gr/R, 将 该 式 代 入 方程 (7.3), 替 
换 式 中 的 8, 即 得 如 下 的 径 向 位 移 方 程 : 
Е(1-о) d/ 1 d(r'u) r 
(eska a a F | WE 
利用 在 r=0 时 解 的 有 限 性 ,并 满足 r=R 时 go,,=0 的 条 件 , 求 得 的 解 为 
ие -gR 20) +o) 13-а г. 
10Е(1-а) 1+0 R 
注意 ,在 半径 为 R[(3-o)/3(1+o)]” 的 球面 的 里 边 , 材 料 是 受 压 缩 的 
(и, <0) ,而 在 该 球面 的 外 边 , 材 料 是 受 拉 伸 的 (ur >0). 在 球 心 的 压力 等 于 : 





习题 4 试 确定 空心 圆柱 形 管 的 形变 ( 内 外 半径 分 别 为 有 和 R,), 在 管 的 
内 部 作用 压力 p, 管 的 外 部 没有 压力 作用 山 . 

解 :引入 柱 坐 标 , 取 圆柱 形 管 的 中 心 轴 为 z 轴 . 当 沿 着 圆柱 形 管 施加 均匀 压 
力 时 ,形变 是 单纯 的 径 向 位 移 и =и(г). 类 似 于 习题 2, 现 在 是 


У -и s2 BC EEEN ë, 
r r 
由 此 
b 
и =ar + —. 
r 
应 变 张 量 不 为 零 的 分 量 ( 见 式 (1.8)) 有 
A ыы. 
и. = те я? Шир = r — i 


Ф 在 习题 4,5,7 中 ,都 是 假设 圆柱 体 保 持 固 定 长 度 , 因 此 不 存在 纵向 形变 . 


$7 各 向 同性 物体 的 平衡 方程 ‚23. 


Ш г=К, Чо, =0 fr=R, Мо, = -phg 
РК, (1+0) (1-20) р РА: 1+0 


= ——— P. 








a= 


0-й Е i Wak 
沿 圆 柱 形 管 壁 厚度 的 应 力 分 布 , 得 出 如 下 公式 : 
=-= |). о [i + 8) 
rr A р" е г | * 
рК! 
Ri -R 
习题 5 试 确定 环绕 自身 轴 匀 速 旋 转 的 圆柱 体 的 形变 . 
解 : 以 离心 力 pf2r( 人 2 为 角速度 ) 代 替 重 力 写 入 式 (7.3) 中 , 则 得 到 在 圆柱 坐 
标 系 中 位 移 =u(r) 的 方程 : 
Е(1-о) d/ 1 d(ru) 
(1+0) (1-26) -F dr 


利用 在 r=0 时 解 的 有 限 性 ,并 满足 r=R Но =0 的 条 件 , 得 到 解 ， 


_pQ (1 +0)(1 -20) a Е 
u Ев) r[ (3-20) R° - r° ]. 


习题 6 试 确定 非 均 匀 加 热 的 球体 温度 按 球 对 称 分 布 时 的 形变 ， 
解 : 在 球 坐 标 中 ,单纯 径 向 形变 时 ,方程 (7.8) 可 写 为 
d/ 1 d(r'u) 1+а dT 
Ae dr jia dr’ 
利用 在 r=0 时 解 的 有 限 性 ,并 满足 r= 尽 时 er =0 的 条 件 即 可 得 到 解 ; 
к в ар [| roya + 201-20) 20) Zf ror dr}, 
温度 T(r) 是 这 样 计算 的 , 即 把 均匀 加 热 球 体 的 温度 作为 未 形变 时 的 起 始 温度 . 
在 这 里 ,选取 球体 外 表面 的 温度 作为 这 个 起 始 温度 ,因此 T(R) =0. 
习题 7 同 习 题 6, 试 确定 具有 轴 对 称 温 度 分 布 的 非 均匀 加 热 圆 柱 体 的 
形变 . 
解 :在 柱 坐 标 系 中 ,用 类 似 的 方法 可 求 得 ， 








e 





u = azr [Hf Tora r + (1-20) = roya, 


习题 8 试 确 定 无 限 弹性 介质 的 形变 . 给 定 的 温度 分 布 :T(x,y,z) ;在 无 限 
远 处 温度 趋 于 常数 值 T, ,而 且 此 处 介质 没有 形变 . 
解 :方程 (7.8) 有 一 个 明显 的 解 ,在 这 个 解 中 
] 十 


S ¿ ite Вх = 
Ухи=0. У и Ч), (У) 5. 
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由 矢量 分 析 可 知 , 若 矢 量 4 的 散 度 等 于 定义 于 整个 空间 却 在 无 限 远 处 化 为 零 的 
给 定 函 数 , 并 且 该 矢量 的 旋 度 恒 为 零 , 则 它 可 写 为 如 下 形式 ; 


u(x,y,z) =- 2. аи, 


ХФ г slra S + (у-У'’)*+(2-#')*. чаи 


_ ас +g) 
е = ае) ур. (1) 


ХФ Т'=Т(х',у',2'). 
如 果 在 无 限 介质 的 很 小 一 部 分 体积 ( 取 在 坐标 原点 ) 中 给 定 某 有 限 热 量 9， 
则 温度 分 布 可 以 写 为 (C 为 介质 的 热 容 量 ) : 


T-T, =-6(z)8(y)8(z) я 


式 中 6 是 686- 函数 . 这 时 ,公式 (1) 中 右边 的 积分 等 于 q/Cr, MALA K 2 h T Á 
给 出 : 


a(l+o)g г 


12m(1-c)C п’ 
习题 9 试 导出 用 应 力 张 量 分 量 表示 的 (无 体力 时 ) 各 向 同性 物体 的 平衡 
方程 . 
解 : 待 求 的 方程 组 除了 包括 三 个 平衡 方程 
IO ik 
Ax, 
外 ,同时 还 包括 一 些 其 它 的 方程 ,这 是 基于 六 个 不 同 的 应 变 分 量 i 不 是 独立 的 
量 的 事实 . 为 了 导出 这 些 方程 ,首先 写 出 应 变 分 量 Ui 应 满足 的 一 组 微分 关系 
A. 显而易见 





=0 (1) 


恒 满 足 关系 式 

Ou Quy, Е Fuy а awl 

Əx,0x, k дх,дх, дх,дх, дх,дх, 
这 里 总 共有 六 个 不 同 的 关系 式 (分 别 对 应 于 i,k,l,m: 1122,1133,2233,1123, 
2213 ,3312) ,我 们 保留 所 有 这 些 关系 ,将 上 面 的 张 量 等 式 按 指 标 1,m 缩 并 可 得 
uty ñ du; buu (2) 
дх,дх, дх,дх, дх,дх, 

根据 式 (5. 12) ,将 用 ov, 表示 的 邮 代 入 上 式 , 并 顾及 到 式 (1), 则 得 到 所 要 求 

的 方程 ; 




















Vu, + 
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д’о 
(1 ГЫТ чаа А 
这 些 方程 在 物体 具有 常 体力 时 仍 成 立 . 
按 指 标 i, 上 对 方程 式 (3) 缩 并 ,得 到 
То, =0, 
Яро, №. 现在 ,对 方程 (3) 作 用 算 子 V?*, 则 得 到 
М? в, =Ü, 
即 分 量 ou 是 重 调和 函数 其实, 由 于 gi, 和 之 间 的 线性 关系 ,这 些 结论 也 可 以 
直接 由 式 (7.6) 和 (7.7) 得 到 . 
习题 10 试用 任意 的 重 调和 矢量 ,表示 (无 体力 时 ) 平 衡 方 程 的 一 般 积 分 
(017 (Б. Г. Галёркин) , 1930). 
解 :寻求 方程 式 (7.4) 的 解 ,自然 是 下 面 的 形式 ; 
u=V°f+AVV {. 
因此 ,V -и=(1+А)У - УХ 将 其 代入 式 (7.4) ,得 到 
(1-20) у? у: f+[2(1-o)A+1]V(V у?) =0. 
HETE, Же ЗАК 3 , Pp 8 Z 
у? у? f=0, 


(3) 


则 


u=V'f- V v ° f. 


ЕР PS 
2(1-o) 
习题 11 试用 应 力 函 数 的 导数 形式 (用 极 坐 标 r,Pp) 表 示 平 面 形变 时 的 应 
То, ES A 
解 :由 于 未 知 的 表达 式 不 依赖 于 极 角 gp 初始 值 的 选择 ,所 以 , 式 中 不 会 以 显 
式 的 形式 包含 它 . 因此 ,可 以 应 用 下 述 方法 : 将 式 (7. 10) 中 关于 簿 卡 儿 坐标 的 
导数 代 换 为 关于 变量 r,p 的 导数 . 注意 到 , 当 g =0( 角 gp 从 x 轴 算 起 ) 时 ,有 


Oo, и O а , С = T 9 Cr = Oy. 
这 样 一 来 ,就 得 到 : 
1 9 ? l 
г Gf г дф дг” дг\ г дф 


习题 12 ” 试 确定 带 有 球形 空 腔 的 无 限 弹性 介质 在 无 限 远 处 承受 均匀 形变 
时 的 应 力 分 布 ， 

解 :一般 的 均匀 形变 可 以 表示 为 各 向 均匀 拉 伸 (或 压缩 ) аф 
加 .各 向 均匀 拉 伸 (或 压缩 ) 已 在 习题 2 中 研究 过 了 ,这 样 , 只 需 研 究 均匀 剪 切 形 
变 就 够 了 . 

Ко, 为 均匀 应 力 场 ， 在 没有 空 腔 时 , 它 存 在 于 整个 空间 内 .在 纯 前 时 ， 
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с“ =0, 相 应 的 位 移 矢 量 用 u 表示 ,并 将 未 知 的 解 表示 为 =wW，”+u ,其 中 
u") 为 受 空 腔 制 约 的 函数 ,在 无 限 远 处 为 零 . 

重 调和 方程 的 每 一 个 解 , 都 可 以 写 为 中 心 对 称 解 及 其 对 坐标 的 各 阶 寻 数 之 
线性 组 合 ， 相互 独立 的 中 心 对 称 解 是 rr,l1xr,1. ИЖ, Я и 的 最 一 
仅仅 取决 于 作为 参量 的 常 值 张 量 gi 的 分 量 ,而 且 在 无 限 远 处 趋 近 于 

零 ,于 是 有 








3 3 
a 3а ө" - д + Со” а г. (1) 
OX; T дх,дх,дх, T Ox OX. OX, 
将 该 式 代入 方程 (7.4) ,得 
ды à ац, а № 1 
1-2а)—=+— —=[2(1-2а)С+(А+2С — —= 
© ðx, 9%, ðx, L2% с) ( ) Jou дх,дх,0х; г 


由 此 

A= -4С(1-а). 
在 常数 4,B,C 中 间 , 由 空 腔 的 边界 条 件 还 可 以 得 到 两 个 关系 : Pp Š r= R y 
а" че п, =0 
(RR 为 室 腔 半径 ,坐标 原点 选 在 空 腔 中 心 ;为 7 方向 的 单位 矢量 )。 ЖИТА 
(1) ,经 过 十 分 兄长 的 计算 , 即 可 导出 下 面 的 值 : 

_ CR? _SR'(l1 +o) 

в" 2Е(7 –- 5с). 

应 力 分 布 的 最 后 表达 式 , 记 为 


.53(1 -20) 3 К \° 
г.’ Tutki 
[1+ 7-50 5а 20) 1) wl) 
is гү R ° 
pen a | ош’ mn + си nih) + 


15 К\* RAS Qo 
ы вая | kada Ц 3 |o BRA 


15 R » R a (0) 
+ == sl | |! 2o | 3 [ёле пп». 


为 了 求 得 任意 (而 不 是 纯 剪 ) 的 or 习 的 应 力 分 布 , 必 须 用 ai -6 ож, 
Жо”, і Ç ae 形变 的 表达 式 (比较 习题 2); 








оу’ [8а +> +— R. (бы -3n;n,) |. 


F 
kaw kna papantuasaqas-qamrana si 
ба = (1-o)(ow -0 Mn - u тт) +o, А, 一 


7 
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Srr -1 
-oo nin, ë, + т с!) (ó, =п,п,) |. 


在 孔 边 附近 的 应 力 极 大 的 超过 了 无 限 远 处 的 应 力 , 并 且 这 个 应 力 的 增加 具 
有 明显 的 局 部 特性 , 即 随 着 距离 的 增加 应 力 迅速 地 衰减 (这 样 的 特性 称 为 孔 边 
应 力 集中 ). 例如 ,如 果 介 质 承 受 单 一 的 均匀 拉 伸 (只 有 不 为 零 ) , 则 最 大 应 
力 将 出 现在 空 腔 的 赤道 处 ,并 且 在 这 里 


Е 27 -15а gY 
= HT =se) ы 





o 


$8 以 平面 为 边界 之 弹性 介质 的 平衡 


现在 来 研究 充满 半 无 限 空间 的 弹性 介质 , 亦 即 限 制 于 无 限 平面 一 侧 的 弹性 
介质 . 我 们 来 确定 在 附加 于 介质 自由 表面 上 的 力 的 作用 下 介质 的 形变 四. 这 些 
力 的 分 布 只 需 满足 一 个 条 件 : 它们 在 无 限 远 处 必须 为 零 , 以 使 在 无 限 远 处 不 发 
生 形变 . 在 这 样 的 情形 下 ,平衡 方程 可 以 有 一 般 形式 的 积分 ( 布 希 涅 斯 克 (J. 
Boussinesq ) ,1885 ) . 

在 介质 所 占有 的 整个 体积 内 ,平衡 方程 (7.4) 均 成 立 , 即 


VV -и+(1-2а)У?и =0. (8.1) 
我 们 寻求 该 方程 组 的 解 为 如 下 形式 : 
и =f + V e. (8.2) 
式 中 o BE: У Bt РА, ШКы f WW дЕ hr e , Вр 
у? s=: (8.3) 
将 式 (8.2) 代 入 (8.1) , 即 得 到 关于 o 的 方程 : 
2(1-<)У*’ф= -V "f. (8.4) 


取 弹 性 介质 的 自由 表面 作为 xy 平面 ,介质 所 在 区 域 对 应 z АТЕВ. ХРА SA 
S, SARK g, M z, 对 z 的 导数 形式 : 


о аа (8.5) 
д2 92 
因为 f. ЖА 是 调和 函数 ,所 以 总 可 以 选择 函数 g,,g, ,使 其 满足 拉 普 拉 斯 方程 
У’&.=0, VE =0. (8.6) 
方程 (8.4) 现 在 具有 如 下 形式 : 
ro = — 9 [ E | 98, 
2(1-c)V°e = = K H +s); 


H е, „а, „/, 都 是 调和 函数 , 故 极 易 确 信 满 足 上 面 的 方程 时 ,函数 o 可 以 写 为 


Q 所 提问 题 最 直接 的 标准 解法 是 对 方程 式 (8.1) 应 用 传 里 叶 ( Fourier) 方 法 . 但 是 ,这 时 必须 进行 
分 复杂 的 积分 计算 . 下 面 讲述 的 一 系列 基于 应 用 提出 来 的 方法 ,计算 比较 简单 . 
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На +1. г. 
式 中 的 仍然 是 调和 函数 : 
Уф =0. (8.8) 
这 样 一 来 ,就 把 确定 位 移 u 的 问题 ,归结 为 寻求 函数 g,,g,,f. 和 的 问题 
了 ,而 这 些 函 数 均 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
现在 我 们 写 出 位 于 介质 自由 表面 (z =0 平面) 上 必须 满足 的 边界 条 件 . 
因为 表面 外 法 向 单位 矢量 n 的 指向 与 z 轴 的 负 方 向 一 致 , 故 根据 边界 条 件 
的 一 般 公 式 (2.9) ,应 有 ao, = -Р,. HF cu 利用 一 般 表 达 式 (5. 11) ,并 通过 辅 
助 量 g,,&, 光 水表 示 矢 量 & 的 分 量 , 经 过 简单 的 计算 后 即 得 到 如 下 的 边界 条 件 : 





























dg, af 1-20 | д, dg ду 
az ева т раг Е ES Ч = = : 
_  2(1 +0) 
= и s г. 
2A ЭГ 1-2 l og, дЕ ow 
95° lesg и >. дх 2 A A := 0 
2(1 +0) 
和 . 
Hop, (8.9) 
9 [+ _[98. , 3g) , > 30 нА Я D 
дг |": Ox дг д2 |1. -0 Е 





附加 于 表面 的 外 力 分 量 Р,,Р,,Р, 是 坐标 x*,y 的 已 知 函数 ,在 无 限 还 处 这 些 
KRAF. 

借助 于 引入 的 辅助 量 g,,g,,f., 汪 的 公式 ,不 能 以 完全 单 值 的 形式 确定 它们 ， 
在 选择 这 些 函 数 时 还 保留 了 某 些 任意 性 . 因此 ,还 可 以 在 这 些 量 中 增加 某 些 任 
意 的 附加 条 件 . 作为 这 样 附加 条 件 最 方便 的 方法 是 要 求 位 于 方程 (8.9) 大 括号 
内 的 值 化 为 零 ; 


_ [98. ‚98, _ = 
(1 -20)/. f + =) +4(1 -了 了 ) =0. (8.11) 
于 是 , 式 (8.9) 的 条 件 被 简化 ,并 给 出 
rel _ _2(1 +0) g| _ 2(1 +0) 
дг? lewo FE Te la Or 





由 方程 (8. 10) ,(8. 12) 足 以 计算 出 全 部 的 调和 函数 g, 8g, Sp 
为 了 以 后 书写 公式 简单 ,我 们 来 研究 在 弹性 半空 间 的 自由 表面 上 作用 集中 


Ф 这 里 我 们 没有 证 明 附 加 这 样 条 件 的 可 能 性 ,但 是 从 我 们 没有 得 出 相互 矛盾 的 结果 可 以 判断 出 这 
种 可 能 性 是 存在 的 . 
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力 下 的 情形 , 即 力 附 加 在 表面 极 小 的 可 以 认为 是 点 的 区 域 上 ， 此 力 的 作用 ,可 以 
写 为 按 下 式 之 规律 分 布 的 表面 力 的 作用 , 即 

P =Fô(x)ô(y). 
式 中 6 是 8 函数 ,而 坐标 原点 就 选 在 施 力 点 上 . 已 知 集中 力 问题 的 解 后 ,就 可 以 
直接 建立 任意 分 布 力 P(x,y) 问 题 的 解 ， 亦 即 ,如 采 

u,=G,(x,y,z)F, (8.13) 
为 附加 于 坐标 原点 的 集中 力 F 作用 下 的 位 移 , 则 在 P(x,y) 作 用 下 的 位 移 可 由 
下 面 的 积分 给 出 中: 


и = |. жур’ sP (я у’) а s'd y'. (8.14) 
由 势 论 可 知 , 如 调和 函数 /在 无 限 远 处 变 为 零 , 却 在 z=0 的 平面 上 具有 给 
定 的 法 向 导数 /9z, 则 /可 由 下 面 的 公式 确定 : 


Faya) = L j 


Ё d x'd y’ 
2т 92 


2 = 0 r 








(веж )7 +(у-у') +Z. 
因为 ag /ez 和 др, /9: 以 及 位 于 方程 (8%. 10) 大 括号 内 的 量 均 满 足 拉 普 拉 斯 

方程 ,而 等 式 (8. 10) 和 (8. 12) 刚 好 确定 它们 在 z=0 平面 上 的 法 向 导数 ,于 是 有 
Е = (2. + E) 本 


дх ду д2 тЕ r ә mE r’ 


r= 


(3. 15) 








и -, (8.16) 


式 中 r= Vx +y +2. 
在 未 知 矢量 u 的 分 量 表达 式 中 ,没有 包含 g,,g, 本 身 ,而 只 包含 它们 关于 х, 
y,z 的 导数 .为 了 计算 ag,/ax,ag,/ay, 将 等 式 (8. 16 ) 分 别 对 x Ж у 求 导数 : 
ag, 1 +c E.% g, 1 +ø Py 





— — ———Ə —— < — —— —— 


axaz mE r’ ƏyƏz mE r` 
现在 从 % 到 z 按 dz 积分 上 式 , 得 
дё, 1+0 Fx дв, 1+0 Ey 











= =—— ) DE 
Әх mE г(г+2) *” ду xE г(г+2) ве 


在 这 里 ,我 们 不 进一步 去 作 简单 但 却 十 分 烦琐 的 计算 ， 先 从 方程 (8. 11), 
(8.15) 和 (8.17) 求 出 和 6w/9z. 知道 了 д4/д2 后 ,就 很 容易 计算 出 ayax, 
э4/ ду. 首先 把 它们 对 z 进行 积分 ,然后 再 分 别 对 x МУ 微分 . 这样 就 得 到 了 按 


QD ”按照 数学 的 术语 ,6 是 关于 半 无 限 介 质 平 衡 方程 的 格林 ( Green) 张 量 . 
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式 (8.2),(8.5),(8.7) 计 算 位 移 矢 量 时 所 需要 的 各 个 量 . 最 后 得 到 下 面 的 
公式 : 





-e 


-1+9[|[ 2 O -20)s] p (20 -e)r+z 
= r(r +z) е |е r(r +z) 


рот) +z BE? £F; +yP. } 
r'(r +z)° 





I+o[r yz (1-2а)у 2(1 -oa)r+z,, 
|” 二 me Аба 一 E 
| r(r +z) ra $ r(r +z) a 


авы +2 yc F. +yF, )]. 
r` (r +z)° 








не), 5. 26+ |а, юв, | (8.18) 


特别 是 , 当 z=0 时 , 即 可 由 此 得 到 在 介质 自由 表面 上 点 的 位 移 公式 : 
ре 22. = Ко) ие ый +y.) |, 
r r a 








i ар 人 
厂 





|= 


ра -0)Е, +(1-20)-_(яЕ, +yF,) | (8. 19) 


2) 题 


习题 试 确定 无 限 弹 性 介质 在 小 的 局 部 区 域 附加 力 玉 时 的 形变 (名 .汤姆 
(А. Thomson) ,1848 ) W. 
解 ; 在 研究 距离 r 远 大 于 附加 力 区 域 尺 度 的 形变 时 ,可 以 认为 力 是 附加 在 一 


个 点 上 . 平衡 方程 为 (比较 式 (7.2)): 


WA. = -ZU ta) polr). (1) 





> ] 

У ето 82 
( 式 中 6(r) 三 6(x)6(y)6(z) ,而 坐标 原点 选 在 力 的 作用 点 上 )， 设 解 的 形式 为 
u=u+u,,jt F u, 满足 泊 松 方程 : 


Еб(г). (2) 


2(1 +c) 
У?и, = а 


相应 的 得 到 и, 的 方程 : 


中 ”对 于 任意 的 无 限 各 向 异性 介质 中 的 类 似 问 题 ,已 由 栗 弗 席 交 和 劳 捷 茨 维 格 ( 玫 Н. Розенцвейг) 
解决 (实验 物理 和 理论 物理 杂志 ( 冰 9T@ ) ‚1947, 17: 783 М). 
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VV - и, + (1-20) Уи = -УУ + u, (3) 
方程 (2) 在 无 限 远 处 化 为 零 的 解 为 
Заа F 
"Зай F 
对 方程 (3) 应 用 旋 度 算 子 , 则 得 到 V2: V xu, =0. 在 无 限 远 处 应 有 V хи, =0. 但 
是 ,在 整个 空间 内 调和 却 在 无 限 远 处 为 零 的 函数 恒 等 于 零 ， 于 是 ,V xu, =0, 并 
EREKTA u, 55и =V yp, 由 式 (3) 得 到 





У!2(1-а)У*’ф+У и, | =0. 
由 此 得 出 ,位 于 大 括号 里 面 的 值 是 常量 ,而 且 在 无 限 远 处 它 必须 为 零 , 所 以 在 全 
部 空间 里 ,有 


ПЕ _ sp >. 1 
2(1-а“) 4тЕ(1-а) r 





У?ф = 


wR y AZV = 1⁄r 的 解 , 则 


l += 
= = =... S @; 
i 7 Y 


RRRA AF bb 65 р = r/2 , RIFA 


l+ (F -n)n-F 
#тЕ(1-с) г É 


KP n жк гла ФК. 最 后 有 


Е 1 +0 (3-4о)Е+п(п-Е) 
7 ЗпЕ(1-о) г i 


将 该 式 代入 式 (8. 13) ,得 到 无 限 各 向 同性 介质 平衡 方程 的 格林 张 量 中: 


и, ЕУф= 


u 


я l +0 № Г.А. 5. ба Е: ЗЫ в 
Ga 87E(!] рсе" 40 )ёи + nn] г | r Wy -0 ) et: 
$9 固体 的 接触 


设 两 个 固体 彼此 相互 接触 在 一 点 ,该 点 不 是 它们 表面 上 的 奇异 点 (图 1(a) 
表示 通过 接触 点 0 附近 的 两 个 表面 的 横 截面 ). 在 这 个 接触 点 上 ,两 表面 具有 一 


OD 事实 上 ,由 方程 (1) 的 齐 次 性 考虑 ,很 明显 张 量 Cx 的 分 量 是 坐标 *,y,z 的 一 次 齐 次 函数 . 式 (1) 
左边 是 矢量 u 之 分 量 的 二 次 导数 的 线性 组 合 , 而 右边 是 三 次 齐 次 函数 (8(ar) =а`*5(г)). 这 一 性 质 在 一 
般 的 任意 各 向 异性 介质 情形 仍然 存在 . 
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个 共同 的 切 平面 ,就 把 它 取 作 xy 平面 . 而 z 轴 的 正方 向 ,对 于 两 个 物体 是 不 相同 
| 的 ,我 们 约定 :对 于 其 中 的 每 一 个 ,= 坐标 都 沿 着 
| 物体 深度 方向 计算 ,相应 的 用 z A z' KO N. 
众所周知 ,在 坐标 平面 (xy 平面 ) 上 的 通常 
切 点 (接触 点 ) 附 近 ,曲面 方程 可 以 写 为 
ЕК, (9.1) 
式 中 的 两 对 重复 指标 а,В 系 指 按 数值 1 ,2 ЖЖ 
(х, =х,х, =y) ,而 kg 为 描述 曲面 曲率 的 二 阶 对 
称 张 量 ( 张 量 ke 的 主 值 等 于 1/2R, 和 1/2R,, 其 
中 R,. R, 为 接触 点 处 曲面 的 两 个 主 曲 率 半 径 ). 
对 于 接触 点 附近 第 二 个 物体 的 曲面 ,可 以 写 出 类 
ЕК. (9.2) 
现在 假设 我 们 对 两 个 物体 施加 力 使 之 受到 
挤 压 ,其 结果 使 它们 接近 了 某 个 小 的 距离 АФ. 
于 是 ,在 物体 表面 上 ,最 初 接触 点 的 附近 发 
生 了 变化 ,物体 的 接触 已 经 不 再 是 一 个 点 ,而 是 
表面 的 某 个 小 的 有 限 区 域 . ВЕ и, 和 4w! 分 别 为 挤 压 时 两 个 物体 表面 上 各 点 沿 z 轴 
和 z' 轴 的 位 移 矢 量 之 分 量 . 图 1(b) 中 的 虚线 表示 没有 形变 时 的 物体 表面 ,而 实 
线 表示 受 挤 压 后 物体 的 表面 , 字母 z 和 z' 分 别 表示 由 等 式 (9.1) 和 (9.2) 确 定 的 
长 度 . 由 图 直接 看 出 ,在 接触 区 域 的 所 有 点 上 存在 如 下 的 等 式 : 


(з+и.) + (2 +и') =h, 





或 
(кв t кв) х.х. + ü, и, = h. (9.3) 
在 这 个 区 域 以 外 的 点 ,由 于 两 个 表面 都 没有 接触 ,有 不 等 式 
z+z' +и, +u’ <h. 
我 们 这 样 来 选择 x,y 轴 的 方向 ,使 张 量 ke + kw 变换 到 主轴 上 . 该 张 量 的 主 
值 用 4 和 已 表 示 , 则 等 式 (9.3) 将 改写 为 
Ах? + Ву +u, +u! =h. (9.4) 
不 进行 推导 ,我 们 引入 关于 4,8 与 两 个 表面 的 曲率 半径 R R, 和 Ri,R; 之 间 关 
ЖА : 
ii 


+— +— 


1 
2(А+В) "IR E tR 


Ф 弹性 理论 接触 问题 是 由 赫兹 ( H. Hertz, 1882) 首次 解决 的 . 
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ë l | x° š 

ав) = (в ni] (а) +2eo 2608) (6): 
Ар 是 两 个 曲面 法 截面 的 曲率 半径 R. A R' 之 间 的 夹 角 . 曲率 半径 的 符号 : 
如 果 曲 率 中 心 位 于 相应 物体 的 内 部 , 设 其 为 正 , 反 之 为 负 . 

用 P.(x,y) 表 示 在 接触 点 上 ,两 个 受 挤 压 物体 之 间 的 压力 (自然 ,在 接触 区 
域 之 外 ,P. =0). 在 确定 P, 和 位 移 wu.,u' 之 间 关 系 时 ,可 以 把 物体 表面 作为 平面 
来 考虑 ,这 是 足够 精确 的 ,并 可 以 利用 上 节 得 到 的 公式 . 按照 (8. 19) 的 第 三 个 公 
式 ( 同 时 顾及 式 (8. 14) ) ,在 法 向 力 P.(x,y) 作 用 下 ,位 移 妈 .,u' 可 由 下 面 的 表达 
式 确 定 : 


过 1 т. PLII , ¿t 
ае Е d x'd y, 
E T A РР 
u' = Е’ ] н d x'd у (9.5) 


(о. а’ ТЕ, E' 4) УАТ А ke RUS BES Bt). 因为 在 接触 区 域 之 外 
Р, =0, 所 以 在 这 里 的 积分 可 以 只 在 接触 区 域 之 内 进行 . 注意 ,由 这 些 公 式 得 到 
的 位 移 比 u, ul 为 常数 ,并 等 于 


-=—:. (9.6) 


关系 式 (9.4) 和 (9.6) 一 起 直接 地 确定 出 沿 着 接触 区 域 的 形变 ,即位 移 u, „ш. Н 
分 布 ( 自然 ,公式 (9.5) 和 (9.6) 也 适用 于 接触 区 域 以 外 的 点 ). 
将 表达 式 (9.5) 代 入 (9.4) ,得 到 
101 ый ¿f = 2" 
T E Е’ 
该 积分 方程 确定 了 接触 压力 已 沿 着 接触 区 域 的 分 布 . 它 的 解 可 由 下 述 势 论 中 
熟知 的 关系 式 进 行 类 比 得 到 . 利用 这 一 类 比 的 思想 是 基于 如 下 的 事实 : 第 一 ， 
位 于 方程 式 (9.7) 左 边 的 积分 ,是 势 论 中 用 以 确定 某 个 分 布 电荷 产生 的 势 的 普 
通 积 分 类 型 ;第 二 ,均匀 带电 椭 球 内 部 的 场 势 是 坐标 的 二 次 函数 . 
如 果 按 三 轴 椭 球 








Piaty ° 
)[ S Jar = h Q AQ Ву. (Ó) 


2 2 2 


y 


x 2 
+=! 
а b c 


的 体积 均匀 分 布 电荷 (体积 密度 p 为 常量 ) , 则 椭 球 内 部 的 场 势 由 如 下 表达 式 
确定 : 


| В ы Е. i в 
ф(х,у,2) = mpabe| fı а+Е Б a Ë Z N: 
ИЕН ОР 

(а +2) (0 +) (с +ë) 
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在 极限 情形 下 , 极 局 (在 :z 轴 方 向 ) 的 椭 球 ,相当 于 “一 0 ,由 此 得 到 





= Bl 一 -| 
ебе) = sa | {1 ае 


(自然 ,在 c=0 取 极 限时 ,同时 也 令 椭 球 内 部 坐标 z 等 于 零 ). 男 一 方面 , 势 p(x， 
y,z) 可 以 写 为 下 面 的 积分 形式 : 
p(x,y,2) = 太一 H, 
(x — x')?° + (y - y')°(z — z') 
式 中 的 积分 是 沿 着 椭 球 体积 进行 的 . 这 里 ,在 c 一 0 取 极 限时 ,应 该 令 根 号 里 面 


12 #2. 1/2 
的 z=z'=0, 在 区 间 к-г) 之 间 按 dz' 进 行 积 分 ,得 到 


, , 12 r2 
n as = | °= 4 > 1-2-0 (r= /G=- 2 е 0-79"), 


式 中 的 积分 是 沿 椭圆 x” /a +y b° =1 内 部 的 面积 进行 的 . 使 p(*,y) 的 两 个 
表达 式 相 等 , 则 得 到 下 面 的 恒等式 : 


реа EE овар e 
r а b 2 Jo a +ë b +£ J (a: + £)(' + £)€ 
(9.8) 
将 上 面 的 关系 式 与 式 (9.7) 比较 ,我 们 看 到 : 在 它们 的 右边 ,关于 * 和 y 的 
二 次 函数 是 同样 类 型 的 ;在 它们 的 左边 ,积分 也 是 同样 类 型 的 . 由 此 ,可 以 立即 
得 出 结论 : 物体 接触 区 域 ( 即 式 (9.7) 中 的 积分 区 域 ) 局 限于 椭圆 


2 


(9.9) 


я.“ 


而 函数 P,(x,y) 应 具有 如 下 形式 : 


2 2 


P. (x,y) = const。 ре. А: ЗИ 


а Б? 

常数 const 的 选择 ,应 使 沿 着 接触 区 域 的 积分 ‖P.d ха у 等 于 给 定 的 使 两 个 物体 
相互 挤 压 的 力 FRIE 
3F м F 
т ев A (9.10) 
该 式 给 出 了 压力 按 接触 区 域 面积 分 布 的 规律 .注意 ,在 接触 区 域 中 心 的 压力 为 
平均 压力 F/( паб) № 1.5 (й. 

将 式 (9. 10) 代 和 方程 (9.7) ,并 且 在 其 得 到 的 积分 里 按照 式 (9.8) 的 表达 式 
进行 代 换 , 可 得 





P.(x,y) = 
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Ер Е h - A - ВУ, 
76 а+ё + Е /la + E(B + ВЕ 





£ Ж. 
上 面 这 个 等 式 ,对 于 (在 椭圆 (9.9) 内 部 ) 所 有 的 *,y 值 都 必须 恒 成 立 . 所 以 ,在 
等 式 两 边 ,x 和 Y 前 面 的 系数 以 及 自由 项 都 应 该 两 两 分 别 相等 ， 由 此 求 得 下 面 的 
关系 式 : 
= 一 | SE, (9.11) 
Jla + 2) (6 + £)£ 
ss 
° (а? + £) jp an + 2) 
站 (9. 12) 
o (b° +ë) / (a° + £) ( b° + 2) 
方程 (9. 12 ) 根据 所 给 的 力 РЕ 和 65( 对 于 给 定 的 物体 ,4 
和 B 是 已 知 的 )， 然后 ,由 关系 式 (9. 11) 确 定 力 F 和 因 它 而 引起 的 物体 靠近 距 
离 hh 之 间 的 关系 . 位 于 这 些 方程 右边 的 积分 都 是 椭圆 积分 . 
这 样 一 来 ,关于 物体 接触 的 问题 就 可 以 认为 是 完全 解决 了 . 物体 在 接触 区 
域 以 外 的 表面 形状 (即位 移 w.,u') 也 已 由 公式 (9.5),(9. 10) 确 定 ,而 且 积分 值 
可 以 立即 求 出 ,其 出 发 点 还 是 利用 与 充电 椭 球 体 势 场 的 类 比 . 不 过 ,这 一 次 是 在 
椭 球 体 的 外 部 . 最 后 ,用 上 节 的 公式 同样 可 以 确定 沿 物体 体积 的 形变 分 布 ( 自 
然 ,只 是 在 远 小 于 物体 尺度 的 距离 ). 
现在 我 们 将 所 得 到 的 公式 ,应 用 于 具有 半径 分 别 为 R,R' 的 两 个 球体 的 接触 
上 . 在 这 里 


从 对 称 性 考虑 ,很 明显 ,将 有 a =b, 亦 即 接触 区 域 是 圆 ， 由 式 (9. 12) 得 到 接触 区 
域 半 径 а КИН: 





Ё (9.13) 


=P" (DETR 

在 现在 的 情形 下 ,h 是 (R+R’) 与 两 球 心 距离 之 差 . 由 式 (9. 10) ЗЕНА Z 
间 的 关系 式 如 下 : 

h = F: | р Е | l (9.14) 

我 们 注意 到 ,h У г (ЕЛИ 2/3 27) ЖЕН, J FHR 六 (由 挤 压力 引 


起 的 物体 靠近 距离 的 3/2 次 方 ) 成 正比 . 我 们 还 可 以 写 出 两 球体 接触 的 势能 U. 
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注意 ,使 ( -F) = -9U/9h, 即 得 到 : 
Nom ,i 
isf "Fm. ! (9.15) 
最 后 ,我 们 指出 ,形式 为 


h = const。 Е”, 





Е = const • h`” 


的 关系 不 仅 对 于 球体 成 立 ,而 且 在 其 它 有 限 尺 度 的 物体 接触 时 也 成 立 . 这 点 从 
类 比 来 考虑 极 易 确信 . 如 果 进 行 代 换 : 

daaa, Fab F> "F, 
其 中 a 为 任意 常数 , 则 方程 (9. 12 ) 保持 不 变 , 而 在 方程 (9. 11) 的 右边 乘 上 了 个 
a, 为 了 保持 方程 不 变 , 必 须 用 ал 代替 ,由 此 得 到 ,F 必须 正比 于 有 “. 


习 题 


习题 1 试 确定 两 个 弹性 球 在 相互 碰撞 时 的 接触 时 间 . 

解 : 两 个 球 的 惯性 中 心 处 于 静止 的 参考 系 中 ,碰撞 之 前 球 的 能 量 等 于 相对 运 
动 的 动能 Jw/2, 其 中 vv 为 两 球 相 互 碰撞 的 相对 速度 ,而 几 =mim/(mi +m) Я 
它们 的 折合 质量 . 当 两 球 碰撞 时 ,总 的 能 量 等 于 动能 与 势能 之 和 ,动能 可 以 写 为 
u h'⁄2 ,而 势能 为 式 (9. 15). 根据 能 量 守恒 定律 ,有 


ох БАЙ BR S 
a|] ые ЕР) ПР) 


设 两 球 最 大 的 靠近 距离 为 人 , 它 对 应 于 两 球 相对 速度 户 变 为 零 的 那 一 时 刻 ,并 且 


等 于 
К y 2⁄5 ал 
h, = | я а" 
两 球 碰 撞 延 续 的 时 间 z( Р h ЛО 变 到 及 ,再 返回 到 0 的 时 间 ) 等 于 
l. dh а а х 
аа а * Әр ае 
Ў о (г = kh” Z) (5) |, П — ж 
或 
_4/тГ(2/5) (м y _ Ри y 
T sr(9/10) (=) =2.94( 15.) 


在 求解 这 一 问题 时 ,用 到 了 有 关 的 静 力学 公式 ,从 而 忽略 了 在 碰撞 时 球 所 产生 的 
弹性 振动 .这 一 忽略 的 可 能 性 要 求 速 度 v 比 声速 要 足够 的 小 . 但 是 ,事实 上 这 个 
理论 的 实用 性 ,首先 还 局 限于 由 于 在 碰撞 时 产生 的 形变 超过 了 材料 的 弹性 极限 . 
习题 2 试 确定 两 个 圆柱 在 顺 着 它们 的 母线 挤 压 时 ,接触 区 域 的 大 小 和 压 
NTH. 
解 :在 这 种 情形 下 ,接触 区 域 是 沿 圆柱 长 度 的 狭长 条 . 它 的 宽度 为 24 ,而 在 
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它 上 面 的 压力 分 布 可 以 从 本 节 得 到 的 公式 中 ,用 b/a— s 取 极 限 的 方法 求 出 ， 压 
力 分 布 为 如 下 形式 的 函数 : 


P (x) =const， и 
N a 


(x 是 接触 狭长 条 沿 宽 度 方向 的 坐标 ). 设 沿 圆柱 单位 长 度 上 的 挤 压力 为 下 ,我 们 
得 到 


有 
та Е 


将 该 表达 式 代入 式 (9.7) ,并 借助 于 式 (9.8) 进 行 积分 , 则 有 
A = š В = 8DF 
зт 6 (a` +E) E Ima 
HADA ERAR, ПЯ-ЛБЩН+ЕНЕ. 由 此 ,在 给 定 情 
形 下 ,有 








A B=0. 
最 后 , 求 出 接触 狭长 条 的 宽度 : 
I6DF ВВ’ \'? 
в И) 
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晶体 在 等 温 压 缩 时 ,自由 能 的 变化 与 各 向 同性 物体 一 样 ,也 是 应 变 张 量 的 二 
次 函数 .而 与 各 向 同性 物体 不 同 的 是 ,现在 这 个 函数 所 包含 的 独立 系数 不 是 两 
个 ,而 是 更 多 个 . 

形变 晶体 自由 能 的 一 般 形 式 为 


F = Antti (10.1) 


式 中 A 是 四 阶 张 量 , 称 为 弹性 模 量 张 量 . 由 于 应 变 张 量 的 对 称 性 ,所 以 在 交换 
指标 i 与 上 ,1 与 m 或 交换 指标 对 i 上 与 1,m Hf, FR иш, 17. 因此 ,显然 可 以 确 
定 , 对 于 交换 指标 , 张 量 和 ,也 具有 同样 的 对 称 性 : 

Аш» = Ань = À asi = Аы: (10.2) 
用 简单 地 计算 方法 可 以 证 实 , 具 有 这 样 对 称 性 质 的 四 阶 张 量 ,在 一 般 情形 下 ,其 
分 量 的 个 数 等 于 21 V. 


加 ”在 一 些 文献 中 利用 回 样 的 记号 将 四 阶 张 量 hum 的 分 量 写 为 带 有 两 个 指标 的 量 Aup ,将 a TI В м 
№ 1.2.3.4.5.6 ВЫ. A РНЕ BRAT хх, уу, уг, 2, xy 
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根据 自由 能 表达 式 (10. 1) ,应 力 张 量 与 应 变 张 量 的 关系 在 晶体 中 的 形式 
(比较 44 页 的 脚注 ) 为 
aF 
Tik — ди, 
由 于 晶体 存在 着 这 样 或 那样 的 对 称 性 ,导致 张 量 Л в AS 16) 7 at Z ij Hi Е Г 
相互 依存 的 关系 ,使 它们 独立 分 量 的 个 数 小 于 21 +. 
现在 ,我们 对 晶体 宏观 对 称 性 的 所 有 可 能 类 型 , 亦 即 对 按 结 品 系列 由 分 布 的 
全 部 品 体 种 类 (参见 第 五 卷 ,$ 130,131) 来 研究 张 量 A 各 分 量 之 间 的 相互 依 
存 关 系 . 
1. 三 斜 晶 系 .三 斜 对 称 性 (C, МС, 类 ) 并 未 对 张 量 A, 的 分 量 附加 任何 约 
束 , 可 是 从 对 称 性 的 观点 来 看 ,坐标 系 的 选择 完全 是 任意 的 .此 时 ,不 为 零 而 独 
立 的 弹性 模 量 总 共有 21 +. 但 是 ,由 于 坐标 系 选择 的 任意 性 ,使 张 量 A 的 分 
量 增 加 了 附加 条 件 . 因为 ,坐标 系 相对 于 物体 的 取向 是 由 三 个 量 ( 旋 转角 ) 来 确 
定 的 ,所 以 这 样 的 条 件 应 该 有 三 个 . 例如 ,可 以 认为 分 量 中 有 三 个 等 于 零 . 由 
此 ,描述 晶体 弹性 性 质 的 量 是 18 个 独立 而 不 为 零 的 弹性 模 量 和 确定 晶体 轴 取 问 
的 3 个 角 . 
2. фах. 研究 其 中 的 C ж. 我 们 选择 坐标 系 使 其 xy 平面 与 对 称 面 重 
合 , 当 对 该 平面 作 镜 射 ( 反 射 ) 时 ,使 坐标 发 生变 换 :x 一 x,y 一 7,z 一 -z 张 量 分 
量 的 变换 与 相应 坐标 乘积 的 变换 是 一 样 的 . 因此 ,很 明显 ,在 进行 上 述 的 坐标 变 
换 时 , 张 量 A,,, 的 所 有 分 量 中 ,凡是 指标 中 含有 奇数 (1 或 3) 次 z 指标 的 分 量 都 
改变 了 自己 的 符号 ,而 其 余 的 分 量 均 保 持 不 变 . 另 一 方面 ,由 于 晶体 的 对 称 性 ， 
在 对 称 平面 作 镜 射 时 ,所 有 表征 晶体 性 质 的 量 ( 其 中 包括 A 的 所 有 分 量 在 内 ) 
必须 保持 不 变 . 因此 ,很 明显 ,所 有 具有 奇数 个 z 指 标的 分 量 必须 等 于 零 . 所 以 ， 
单 斜 晶 系 的 晶体 弹性 自由 能 的 一 般 表 达 式 为 


` l 2 1 2 l 2 
F = 5A erar ка + 了 A yyyy и + > А ышы + À. Es и, + 


+А иги, +А „Ши, + 2A ии, ORA 0 +? us, + 

EZA „им, EZA „ии, + 2A ly Ws HAA u u... (10.4) 
在 该 表达 式 中 ,有 13 个 独立 系数 .对 于 C, 类 ,以 及 总 共 包 含 两 个 对 称 元 素 ( C, 
Жо, ) № C, 类 ,也 可 以 得 到 同样 的 表达 式 . 但 是 ,在 上 面 的 论述 中 ,考虑 对 称 性 
只 是 确定 选择 一 个 坐标 轴 (z) 的 方向 ,而 在 垂直 平面 上 的 x 轴 和 Yy 轴 仍然 是 任意 
的 .于 是 ,可 以 利用 这 个 任意 性 适当 的 选择 坐标 轴 使 其 中 的 一 个 分 量 ,比如 说 





Азы И. (10.3) 


”晶体 共 分 为 七 大 品系 ,每 一 晶 系 又 有 若干 种 类 . CARARE: 1. Жо. МИЯ :3 Е 36 
品系 ,又 称 斜 方 唱 系 ;4. 四 方 唱 系 ,又 称 正方 晶 系 ;5. 三 方 品系 ,又 称 三角 品 系 或 姜 方 品系 ;6. ДЛЯ, X. 
称 六 角 蝇 系 ;7. ИЉА, ХЕЗ. ИИ 
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Au 化 为 零 . 因此 ,表征 晶体 弹性 性 质 的 13 个 量 ,是 12 个 不 为 零 的 弹性 模 量 和 
一 个 在 xy 平面 上 确定 轴 取 向 的 角 . 

3. 正 交 晶 系 . 在 这 一 品系 中 ,所 有 各 类 (C:,,D:,Dxw) 坐 标 轴 的 选择 都 是 由 
对 称 性 唯一 确定 的 ,并 得 到 具有 相同 形式 的 自由 能 表达 式 . 例如 ,我 们 来 研究 
D,, 类 ,并 把 这 类 晶体 的 三 个 对 称 面 选 为 坐标 平面 ,在 对 其 中 的 每 一 个 对 称 面 进 
行 镜 射 时 ,都 是 一 次 坐标 变换 ,其 中 一 个 坐标 改变 了 符号 ,而 其 它 两 个 坐标 不 改 
变 符号 . 所 以 ,很 明显 , 张 量 A 的 所 有 分 量 中 ,只 有 当 指 标 x,y 和 z 中 的 任何 一 
个 有 偶数 次 相遇 时 这 个 分 量 才 不 为 零 , 所 有 剩 下 的 分 量 在 对 任意 一 个 对 称 平面 
镜 射 时 都 应 改变 符号 ， 这样 一 来 ,在 正 交 晶 系 中 ,自由 能 的 一 般 表 达 式 具有 如 下 
形式 : 


2 
yzyz: u yz" 


2 2 
+ А yxa by yË; + À 二 u., T 2л дуву т + ХА A + 2л 


它 总 共 包 含有 9 个 弹性 模 量 . 

4. 四方 晶 系 . 我 们 研究 C,, 类 . 选取 坐标 时 ,用 С, 轴 作 = 轴 , 而 x 轴 和 7y 轴 
正 交 于 两 个 垂直 的 对 称 平面 上 . 对 这 两 个 对 称 平面 作 镜 射 ,就 表示 作 相 应 的 变 
换 :x* 一 -x,y—y,z—z 1 x—x,y— -y,z—z. Ae, ЖЕ A 中 具有 奇数 个 相同 
指标 的 分 量 全 都 消失 了 . 其 次 ,再 绕 C, 轴 旋 转 n4 角 , 即 作 变 换 : ху, ух, 
:一 z, 并 由 此 推断 出 如 下 关系 : 

A L. A. Y Ann A, Е ku 
在 C,, 类 中 引入 其 余 的 变换 ,都 不 会 再 增加 任何 条 件 . 这 样 一 来 ,四 方 品系 的 目 
由 能 表达 式 具 有 如 下 形式 : 
F А u`, + u°) +A. ua +А, (wu, +u u, ) + 

iii u +2A .人 и’. + н). (10.6) 


tÀ aytay +2À 
它 包 含有 6 个 弹性 模 量 . 

对 于 四 方 晶 系 的 其 它 各 类 也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 在 这 里 ,坐标 轴 的 选取 
自然 是 由 对 称 性 (D,,,D,,D,) 指 使 的 . 而 在 C,,S,,Cuw 类 ,只 有 唯一 的 一 个 选 
择 , 就 是 轴 (z) 沿 着 C, 或 5, М. 这 时 ,由 对 称 性 要 求 , 还 允许 存在 (除了 在 式 
(10.6) 中 出 现 的 以 外 ) 下 面 的 分 量 : 

Д. A s 
若 适 当地 选择 x 和 Y 轴 的 方向 ,就 能 够 使 上 述 这 些 分 量化 为 零 ,这 时 下 也 重新 表 
示 为 式 (10.6) 的 形式 . 
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5. 三 方 晶 系 . 我 们 研究 C;, 类 ,选取 坐标 系 时 ,使 z НЯ ЕО, ШУ 
正 交 于 垂直 的 对 称 平面 中 的 一 个 . 为 了 说 明 由 于 C, 轴 的 存在 而 对 张 量 分 量 
Asam 所 增加 的 限制 ,我们 引入 复数 "坐标 "“#,7 ,适当 地 进行 形式 上 的 变换 . 根据 
定义 : 

£=x+iy, 1 = x-iy, (10.7) 
而 坐标 z 仍 保持 不 变 . 我 们 再 把 张 量 Am 变换 到 这 些 新 坐标 上 , 张 量 分 量 的 指标 
现在 用 &,m,z 表示 . 显而易见 ,在 绕 z 轴 旋 转 120° 时 ,新 变量 的 变换 为 : 
Eter, тте Ф, 2—2. 
由 于 晶体 的 对 称 性 ,所 以 A 的 分 量 中 不 为 零 的 只 有 在 进行 上 面 的 变换 时 不 变 
化 的 那些 分 量 . 显然 ,具有 这 一 性 质 的 分 量 是 指标 或 m 中 重复 三 次 (注意 到 
(eF) =e" =1) 的 分 量 ,或 者 指标 t 和 含有 同样 次 数 ( 因 为 e?e ”=1) 的 分 
М. 上 述 的 分 量 是 : 
À azs» А enen › А ет › Аэ Аав А ве: › А тт: 
其 次 ,在 对 垂直 于 y 轴 的 对 称 平面 作 镜 射 时 ,有 变换 :x 一 x,y 一 -了 ,z 一 z, 或 者 对 
2,7 变换 :E 一 n,n 一 因为 ,这 一 变换 将 Ase 变 为 As, 故 这 两 个 分 量 应 该 披 
此 相等 . 这 样 一 来 ,三 方 晶 系 的 晶体 总 共有 六 个 弹性 模 量 . 为 了 写 出 自由 能 表 
达 式 ,需要 组 成 和 式 Ajuiun ,并 将 和 式 的 指标 通过 ,nm,z 表示 . 因为 下 是 由 应 
变 张 量 的 分 量 (通过 坐标 x,y,z) 表示 的 ,因此 我 们 必须 把 这 些 分 量 也 用 “ 坐标” 
En 来 表示 . 这 并 不 难 做 到 ,只 需 利 用 这 样 的 事实 , 即 张 量 的 分 量 与 对 应 的 
两 个 坐标 乘积 的 变换 是 同样 的 .比如 ,由 
££ = (x + iy)? =x -y +2ixy 
得 到 
и: =u, -u, +2iu,,. 


最 后 得 到 下 的 表达 式 如 下 : 


1 А 
= А.и. +23... (и, +u)? EA nl Cu, — y) + 4u;,] + 


+2À Pn 

+AA gpl (u, Up) Us -2u, u, |. (10.8) 
它 含有 6 个 独立 系数 . 对 于 D, 和 D,, 类 也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 在 С, 和 8e 类， 
х,у 轴 的 选择 仍然 是 任意 的 ,对 称 性 的 要 求 也 允许 差 式 


A “a — А nny 


2 2 
(u, +и,)и.. FAA pia (us, +и,, ) + 


QD” 如 果 晶 体 绕 某 轴 旋 转 360°/n 后 , 移 到 与 原始 位 置 不 能 区 分 的 位 置 , 则 该 轴 称 为 n 次 旋转 轴 或 
次 对 称 轴 , 它 是 一 种 对 称 元 素 ,n 称 为 轴 次 ,n 只 有 1,2,3,4,6 等 五 个 正 整 数 ， 此 处 的 wn 等 于 3, 故 称 三 次 
轴 , 以 下 同 . 一 一 译 者 注 
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不 为 零 . 但 是 , 若 适当 的 选择 x,y 轴 , 它 可 以 化 为 零 . 

6. 六 方 晶 系 . 我 们 研究 С, 类 ,并 在 选择 坐标 系 时 使 > 轴 沿 晶体 的 六 次 轴 . 
重新 引入 坐标 式 (10.7) , 当 围 绕 z 轴 旋 转 2r/6 时 ,得 到 如 下 变换 : 

Eee ， nne ¥. 
由 此 可 见 , 张 量 A 不 为 零 的 分 量 , 只 有 指标 & 和 ”相遇 时 出 现 次 数 相同 的 那些 
项 . 这 样 的 分 量 就 是 : 
А =, А вк › А т ° А eqz» А те 

六 方 晶 系 其 它 可 能 的 对 称 元 素 , 对 这 些 分 量 没 有 增加 任何 限制 . 这 样 一 来 ,总 共 
有 五 个 弹性 模 量 . 自由 能 具有 如 下 形式 : 


l 2 
SFA aUas + ZA enen (Ш, tu, ) + À tenn L (u, – и)" + 4u,, ] + 


#552 і 


+ 22,0. (и +u) HAN (us +u,). (10.9) 

应 当 指 出 ,在 xy 平面 内 的 形变 (不 为 零 的 应 变 ul u u, ) ,总 共 取 决 于 两 个 弹 
性 模 量 ,就 像 各 向 同性 物体 一 样 . 换 句 话说 ,在 垂直 六 次 轴 的 平面 内 ,六 方 晶 体 
的 弹性 性 质 是 各 向 同性 的 . 按 此 原则 ,在 该 平面 内 坐标 轴 方 向 的 选择 一 般 是 不 
重要 的 ,并且 对 于 下 的 形式 没有 任何 影响 . 因此 ,表达 式 (10.9) 是 对 所 有 六 方 
ПА АУ. 

7. 立方 晶 系 ,将 立方 晶 系 的 三 个 四 次 轴 分 别 取 作 х, у,2 М. 由 于 已 经 存 
在 四 方 对 称 性 (使 四 次 轴 沿 着 z 轴 ) , 故 张 量 A 不 同 分 量 数目 的 限制 为 以 下 
六 个 : 

,Re 

£ x HH I y 轴 旋 转 90°, 分 别 给 出 变换 ; хх ,7 一 -zz 一 7 Ж x—z,y—y,z— 一 X. 
由 此 ,在 所 写 出 的 六 个 分 量 中 ,第 一 和 第 二 ,第 三 和 第 四 ,第 五 和 第 六 分 别 相等 . 
于 是 ,总 共 剩 下 三 个 不 同 的 弹性 模 量 . 立方 晶 系 晶 体 自由 能 的 形式 为 0: 


l 2 2 2 2 2 2 
= Аи ú tu, (ии, tu uw tu u,) +2А,„(и,, +u, +u, J 


(10. 10) 
现在 ,我 们 再 一 次 写 出 各 类 唱 系 独立 参数 (弹性 模 量 或 确定 各 类 品系 晶体 
轴 方 向 的 角度 ) 的 数目 : 
РО И. 
МАЮ senssa YB 


Q 立方 唱 系 了 和 7T, 没有 四 次 轴 . 但 是 ,在 这 种 情形 下 ,用 研究 三 次 轴 的 方法 可 以 得 到 同样 的 结果 ， 
即 绕 三 次 轴 旋 转 依次 转换 *,y,z 轴 两 次 . 

译 者 补 注 : 上 述 注释 系 指 坐 标 轴 取 在 立方 晶体 的 三 个 棱 边 上 ,而 相对 顶点 的 对 角 线 就 是 一 个 三 次 轴 ， 
绕 三 次 轴 旋 转 120° 正 好 是 *,y,z 轴 的 一 次 置换 . 
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ТЫТ E E T ВАЕН 
74 В (С. Se Си) ere 
ин (С. Dags Dy, Dyp) ee 
О (С, $) ee 
AP G Pa a PEE ET 
六 方 品 系 … 
立方 品系 … 


对 于 所 有 各 类 晶 系 ,同样 可 以 通过 适当 的 选择 坐标 轴 得 到 最 小 的 不 为 零 的 
使 量 数目 : 


ое 


АЕ: 
ГО 12 
УЕ) 
[U Jy Д «еее ненен нанне кипении жилье 6 
РОР 6 
Е 
立方 品系 …， 
自然 ,上 面 所 有 的 叙述 都 是 对 于 单 晶体 的 ， 至 于 多 唱 的 物体 , 当 包 含 在 它们 
内 部 的 晶体 成 分 的 尺寸 足够 小 时 ,可 以 作为 各 向 同性 物体 来 考虑 (因为 我 们 所 
关心 的 形变 区 域 远大 于 晶体 的 尺寸 ). 像 所 有 各 向 同性 物体 一 样 ,多 品 体 总 共用 
两 个 弹性 模 量 来 表述 ， 又 然 看 来 ,可 能 认为 这 两 个 模 量 可 以 由 各 个 晶体 的 弹性 
模 量 利用 简单 地 平均 得 到 . 但 是 ,事实 上 并 非 如 此 . 如 果 把 多 曲 体 的 形变 考虑 
为 包含 在 它 内 部 的 晶体 形变 的 结果 , 则 原则 上 应 该 对 所 有 这 些 唱 体 ,按照 在 它们 
分 界面 上 相应 的 边界 条 件 求解 平衡 方程 , 由 此 可 见 ,在 整体 上 研究 晶体 的 弹性 
性 质 和 由 它 组 成 的 物体 的 弹性 性 质 之 间 的 关系 ,取决 于 晶体 的 具体 形状 ,也 取决 
于 晶体 相互 取 回 之 间 的 关系 因此， 人 
性 模 量 之 间 不 存在 普 过 的 依存 关系 . 
若 用 单 晶体 的 弹性 模 量 来 计算 各 向 同性 多 晶体 的 弹性 模 量 ,只 有 在 单 唱 体 
的 弹性 性 质 为 弱 各 向 异性 情形 时 才 可 能 得 到 颇 高 的 精确 度 山 .在 第 一 次 近似 时 ,多 
晶体 的 弹性 模 量 可 以 简单 的 取 其 等 于 单 晶 体 弹 性 模 量 的 “各 向 同性 部 分 “于 是 ,在 
后 面 的 近似 中 ,会 出 现 单 晶体 模 量 弱 “各 向 异性 部 分 "的 二 次 项 ,已 发 现 该 修正 项 隐 
不 取决 于 晶体 的 形状 ,也 不 取决 于 晶体 的 取向 ,并 能 用 一 般 形 式 计算 出 来 名 . 


> 


(D К, УЛ МЕН: ЕВ УЕ ВЕНЕ ЛЕ Е Аи Аш = А у, MRE EFE WJ K AK (10. 10) B 
化 为 各 向 同性 物体 弹性 能 表达 式 (4.3). 
2) Mep УБЕ ИЕ НЕ. 实验 物理 和 理论 物理 灯 志 (水 3T®) ,1946 .16:967 页 . 


$10 晶体 的 弹性 性 质 . 43. 


最 后 ,让 我 们 来 研究 品 体 的 热膨胀 .在 各 向 同性 物体 中 , 沿 着 所 有 的 方向 发 生 的 
热膨胀 都 是 相同 的 .因而 ,在 自由 热膨胀 时 ,应变 张 量具 有 如 下 形式 ( 见 86): 


Uig = Т-Т)да, 
式 中 a 是 热膨胀 系数 ,在 晶体 中 必须 写成 
= (10.11) 


式 中 a РАН ik ХР К ht ( P J ВК А ВОК aE ). 现在 我 们 来 说 
明 ,在 各 唱 系 的 晶体 中 , 张 量 a ЖА] fh АННО У. 为 此 ,最 简单 的 方法 就 是 
全 部 利用 张 量 代数 已 有 的 知识 . DAN 所 说 的 ,所 有 的 二 阶 对 称 张 量 都 能 够 变 
换 到 某 个 相应 的 张 量 椭 球 状态 中 若 直接 从 对 称 性 考虑 ,很 明显 ,在 三 斜 品 系 ， 
单 斜 晶 系 和 正 交易 系 的 情形 ,一般 来 说 是 个 三 轴 对 称 椭 球 ( 亦 即 它 们 的 三 个 轴 
长 都 是 不 相同 的 ). 而 在 四 方 晶 系 , 三方 晶 系 和 六 方 晶 系 的 情形 , 则 应 该 是 个 回 
转 对 称 椭 球 (相应 的 回转 轴 沿 着 C,,C; 或 C, 的 对 称 轴 ). 最 后 ,立方 品系 的 对 称 
关系 ,使 椭 球 退化 为 一 个 球 . 但 是 ,三 轴 椭 球 由 三 个 独立 的 量 ( 轴 的 长 度 ) 确 定 ， 
回转 椭 球 由 两 个 轴 长 确定 ,而 球 总 共 只 有 一 个 量 (半径 ) 即 可 确定 . 这 样 一 来 ,在 
不 同系 列 的 晶体 中 , 张 量 y waqan tnd 


三 斜 晶 系 , 单 斜 晶 系 , 正 交易 系 … 
四 方 品系, 三方 品 系 ,六 方 品系 … 
AH ни # `° ТРТ А 1 


上 面 第 一 行 的 三 类 品系 称 为 双 轴 唱 系 ， 二 
我 们 注意 到 ,立方 品系 晶体 的 热膨胀 总 共 只 有 一 个 量 即 可 确定 , 亦 即 在 热膨胀 性 
质 方面 ,它们 的 行为 和 各 向 同性 物体 的 热膨胀 一 样 . 

习 题 

习题 1 试 借 助 于 弹性 模 量 Ai ,用 直角 坐标 XxX,y,z 表示 六 方 晶 体 的 弹性 能 
( 取 x 轴 沿 着 晶体 的 六 次 轴 ). 

解 :在 任意 的 ( 非 正 交 的 ) 坐标 变换 时 ,必须 区 分 矢量 和 张 量 的 分 量 是 逆 变 
的 还 是 协 变 的 ,第 一 个 ( 逆 变 分 量 , 通 常用 上 标 表示 ) 变 换 和 坐标 x% 本 身 的 变换 
一 样 . 而 第 二 个 ( 协 变 分 量 , 用 下 标 表 示 ) 变换 和 微分 算 子 9X6x 的 变换 一 样 . 这 
时 ,标量 式 (10.1) 应 写 为 

,i 
在 表达 式 (10.8),(10.9) 中 ,将 分 量变 为 逆 变 分 量 . 因此 ,为 了 建立 张 量 Aim 的 分 


O KERER IPE аля, =1 确定 . 
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EEEH EN, 和 xy,z 之 间 的 关系 ,必须 把 它们 考虑 为 协 变 分 量 ( Ë K. £ ñ f k 
标 系 中 , 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 是 一 样 的 ). 对 于 式 (10.7) 进 行 变换 ,我 们 有 
ð . 

将 分 量 Aiim 作 为 这 些 算 子 的 乘积 进行 变换 ,得 到 

А. = À, SAA 2А А = 2А. 

R a Д й в 

л е. Е 

因此 ,自由 能 表达 式 (10.9) 可 以 用 上 面 的 模 量 表示 为 如 下 形式 ， 


Fn ? 


F SA (и, +u)? Е. +À,. (и, +u, )u, + 
A +u) $ VK... A. Y Cas u u, ). 

习题 2 ” 试 求 出 立方 晶体 的 弹性 能 为 正 的 条 件 . 

解 : 式 (10. 10) 的 前 两 项 由 三 个 独立 变量 u, u u, 0 ЖЭН AAA 
正 的 条 件 要 求 它 单个 子 式 的 系数 行列 式 和 入, 的 系数 为 正 ， 此 外 , 式 (10. 10) 的 
第 三 项 必须 为 正 . 这 些 条 件 得 出 如 下 不 等 式 ，: 

A > 9; A, > 0; -eh <А, 

APET X SA. A, mA, A=... 

习题 3 试 确定 立方 晶体 的 拉 伸 模 量 与 其 方向 之 间 的 关系 . 

解 :把 坐标 轴 选 在 立方 晶体 的 棱 边 上 . 假设 从 晶体 上 切取 的 杆 , 其 轴 具 有 单 
RE n 65 Z 0. 当 拉 伸 杆 时 ,应 力 张 量 必须 满足 如 下 的 条 件 :o n, =рп,, ЖФ 
p 为 作用 在 杆 两 端 单 位 面积 上 的 拉力 (在 杆 两 端面 上 的 条 件 ) ;对 于 垂直 于 nn 的 1 


较 , 则 得 到 应 变 张 量 分 量 的 表达 式 : 





(Л, +24, ) п. — A, n,n, 
Wa aa ag "е 
对 于 其 余 的 分 量 可 以 类 似 地 求 出 . 
#7. d 2 
细 杆 纵向 的 相对 伸 长 为 = -其 d 7 由 公式 (1.2) 和 = nn 给 


出 ,对 于 小 形变 必 =uanmim。 杨 民 模 量 定义 为 p = Eu 的 比例 系数 ,并 求 得 


O 如果 不 是 直接 用 公式 wx = Aumum 来 计算 oi ,而 是 用 FF 的 具体 表达 式 的 微分 来 计算 oa, 则 对 wi 的 导 
数 在 i 上 时 给 出 二 倍 于 oi 的 值 .这 是 因为 按 实质 意义 说 ,公式 T, =3F/9ui 只 是 作为 表示 d F = с би 那样 
的 事实 ,但 是 ,在 oduis 的 和 中 , 带 有 微分 du 的 每 一 个 iz 分量 的 项 ,对 称 张 量 ux 出 现 了 两 次 . 
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1 À, tÀ 1 2 2 2 ЗР 7. 

г = СА, ТЕГА, ETE HT а) тт: +n n, ). 
模 量 在 核 边 ( 轴 2x,y,z) 方 向 和 立方 体 空间 对 角 线 方向 上 具有 极 值 . 在 活着 立方 
体 核 边 的 方向 上 
А, -А, 
А, tÀ 
这 时 , 细 杆 的 横向 压缩 由, =u, = –- си, = -ви, Ñ P c =À,/Z(À, + 入 ;) 起 着 泊 松 
БИЛ. 根据 在 前 面 习题 中 得 到 的 不 等 式 ; -1<o<1/2. 





E=(A, +2A,) 


第 二 章 


杆 和 板 的 平衡 
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在 这 一 章 里 ,我 们 将 致力 于 研究 形变 物体 平衡 的 某 些 特殊 情形 ,并 且 首 先 研 
究 注 板 的 形变 . 我 们 所 说 的 薄板 , 指 的 是 板 厚度 远 小 于 其 它 两 个 方向 的 尺寸 . 
像 以 前 说 的 一 样 , 我 们 仍然 假设 形变 本 身 是 小 的 . 在 这 里 的 情形 ,形变 小 的 标准 
是 板 上 各 点 的 位 移 均 较 板 的 厚度 为 小 出 . 

一 般 平衡 方程 在 应 用 于 薄板 时 被 极 大 的 简化 了 . 但 是 ,最 方便 的 不 是 直接 
由 一 般 方程 导出 这 些 简 化 的 方程 ,而 是 重新 计算 弯曲 板 的 自由 能 ,然后 求 这 个 能 
量 的 变 分 . 

板 读 曲 时 ,在 板 内 部 的 一 些 地 方 发 生 拉 伸 ,在 另外 一 些 地 方 发 生 压 缩 , 即 在 
板 凸 出 的 一 面 发 生 拉 伸 , 随 着 向 板 内 深度 方向 的 增加 , 拉 伸 逐渐 地 减 小 ,最 终 达 
到 了 和 零 , 此 后 ,从 下 一 层 开 始 ,压缩 逐渐 地 增加 .因而 ,在 板 的 内 部 存在 着 一 个 中 
性 面 . 在 中 性 面 上 根本 不 存在 拉 伸 或 压缩 ,而 在 
中 性 面 的 两 边 ,形变 具有 相反 的 符号 . 很 明显 ,这 
个 中 性 面 位 于 板 厚 度 的 中 间 ， 

选取 坐标 系 ,坐标 原点 放 在 中 性 面 上 的 任何 
一 点 ,z 轴 沿 着 中 性 面 的 法 线 方向 ,而 ху 平面 与 未 
形变 的 板 面 (中 面 ) 相 重合 . 中 性 面 上 点 的 垂直 位 
移 , 即 它们 的 z 坐标 ,我 们 用 字母 《 表示 (图 2). 
至 于 谈 到 这 些 点 在 xy 平面 内 的 位 移 分 量 , 则 很 明 





О ШУН А 表示 板 的 厚度 ,中 面 的 特征 尺寸 (如 边 长 ,直径 等 ) SUS BF МЫ ЕК h << 1. 
从 工程 实际 和 计算 精度 要 求 看 ,一般 来 说 , 当 Ais175 时 可 以 按 薄板 计算 . 薄板 的 小 乒 度 理论 要 求 比 上 
要 小 的 多 , 当 与 为 同一 数量 级 时 就 必须 采用 大 挠 度 理论 ( 详 见 $14). 一 一 译 者 注 
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显 , 与 上 相 比 它们 是 二 阶 小 量 , 因 此 可 以 假设 它们 等 于 零 . Е — Ж, РЕТ Ела 
的 位 移 矢量 为 
ЕТ a и = (xy). 11.1) 
为 了 更 进一步 的 计算 ,关于 形变 板 内 作用 的 应 力 必 须 作 以 下 说 明 . 因为 是 
薄板 ,所 以 ,为 了 使 它 弯曲 ,只 需要 对 它 的 表面 附加 不 大 的 力 即 可 . 在 任何 情况 
下 ,这些 力 与 由 于 形变 板 内 部 存在 的 拉 伸 和 压缩 而 产生 的 应 力 相 比较 都 是 很 小 
的 . 因此 ,在 边界 条 件 (2.9) 中 ,可 以 忽略 力 P, 所 以 剩 下 oan =0. ЖЖ 
曲 是 小 的 ,所 以 ,可 以 假设 法 矢量 n 沿 着 z 轴 方 向 .这样 一 来 ,在 板 的 两 个 表面 
上 应 有 : 
а. =0,.=0,=0. 
但 是 ,因为 板 的 厚度 小 ,这 些 量 在 板 的 两 个 侧 表面 上 都 等 于 零 ,所 以 它们 在 板 的 
内 部 也 应 该 是 小 的 . 因而 ,我 们 可 以 得 出 结论 : 在 整个 板 内 ,分量 0,.,0,.,0. 与 
应 力 张 量 的 其 余 分 量 相 比较 都 是 不 大 的 ， 据 此 ,我 们 可 以 假定 它们 都 等 于 零 . 并 
且 由 这 些 条 件 确定 应 变 张 量 . 
根据 一 般 公 式 (5. 13 ) 有 
E E 





Ф = еб = hay 
= W pa m = 1+7 
E 
О Ча а, 00]; 11.2) 
ди, ди. ди, ди. а 
—=-— , —=-— , u, = - (u, +и,,). 
Oz Ox дг ду š 1-е” bi 
EMRA ER nf AE В Hb Casy) КА и,: 
sia С. ° s 
а м’ àr Әу 
由 此 
и = aS. и, = ИР. 8 (11.3) 
дх ду 


а РЕ, EAA 2 =0 时 ,有 =u, =0. WË и, ,и, 后 ,就 可 以 确定 
应 变 张 量 的 所 有 分 量 : 


дл? y ду дхду’ 
2 2 
и. =u. = 0, | (11.4) 
ыы " I -øo \9х ду 


现在 就 可 以 利用 一 般 公 式 (5. 10) 计 算 板 在 单位 体积 的 自由 能 F Г. 经 过 
简单 地 计算 即 可 得 到 它 的 表达 式 : 
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Ë оа) sila ôx? ду | LL 92 
板 的 总 自由 能 ,可 以 由 上 式 遍 及 板 的 全 部 体积 进行 积分 得 到 . 在 沿 z 积分 时 , 积 
分 限 由 -h/2 到 +h/2, 其 中 ,hh 为 板 的 厚度 ; 而 沿 x 和 沿 y 进行 积分 时 ,积分 域 是 


整个 板 面 .最 后 求 出 形变 板 的 总 自由 能 F. = [Fav 的 形式 : 
Eh? y тд 
р (266) +20 -o Я ах 
(11.6) 

(鉴于 形变 是 小 量 ,可 以 足够 精确 地 将 面 元 简单 地 写 为 dxdy). 

在 得 到 自由 能 表达 式 之 后 ,可 以 把 板 当 作 没有 厚度 , 即 作为 几何 上 的 面 来 研 
究 . 因为 我 们 关心 的 只 是 在 附加 力 影响 下 它 具 有 的 形状 ,而 不 是 形变 在 板 内 的 
分 布 . 量 Z 是 当 把 板 作为 面 来 考虑 进行 弯曲 时 其 上 各 点 的 位 移 . 
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我 们 现在 按 自由 能 极 小 值 条 件 来 推导 板 的 平衡 方程 .为 此 需要 计算 表达 式 
(11.6) 的 变 分 . 
将 式 (11.6) 中 的 积分 分 为 两 个 积分 之 和 ,并 且 对 于 其 中 的 每 一 个 取 变 分 . 
第 一 个 积分 可 以 写 为 
Je vO, 
式 中 df = ахау 为 面 元 ,而 V? = 9° /0x + 0° ду’ 在 这 里 (以 及 §12 -14 各 处 ) 表 示 
二 维 拉 普 拉 斯 算 子 . 对 该 积分 取 变 分 ,有 


s> | У)? 44 = fvz V28zdr = [vy - V 5/47 = 


= [ У. (ууа) |Су 8) + V vaf. 


自然 ,这 里 所 有 的 矢量 运算 都 是 在 二 维 坐标 系 xy 内 进行 的 . 将 上 式 右边 的 第 一 
个 积分 变换 为 包围 板 面 的 闭路 周 线 积分 : 


[у Суу 50) 4 = Уи: Угра = f veg а, 
式 中 9/9n 表示 沿边 界外 法 线 方向 的 导数 . 对 第 二 个 积分 应 用 同样 的 变换 ,我 们 


@ 精确 地 把 二 维 积分 公式 变换 为 类 似 的 三 维 公式 . 体 元 dy 现在 起 着 面 元 的 作用 (和 研究 标量 
一 样 ) ,而 代替 面 元 df 的 是 周 线 上 的 线 元 是 乘 以 周 线 外 法 矢量 于 用 nidi 代 换 df2/6x; 实现 把 按 dy 的 积分 


变换 为 按 dl 的 积分 . 这 样 , 如 果 w 是 某 个 标量 , 则 | V edr = fondi. 
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得 到 
Ју 0) . V V2¿df = [у . (5 VV2Z)dr- faz уу = 


= fcn утра - fag vieaf = dag Еа - [ar viedf. 


将 所 得 到 的 结果 代入 原 式 即 得 到 
N Ú 2%) И 4 =n ду 2 965 
5 5 | (У С)? = faz v гаг far di + $v (ML (12.1) 
在 (11.6) 中 第 二 个 积分 之 变 分 的 变换 要 更 长 一 点 . 这 个 变换 不 是 矢量 形 
式 ,而 是 分 量 形式 ,这 样 更 便于 推导 . 于 是 我 们 有 
а › 95 95 _ 95055 _ PS EE yy 
(25) -y= 2 10 


ax? ду дхду дхду Әх? ду ox” ду 
这 里 的 被 积分 表达 式 可 以 写 为 
2 (2 PL ar -T a 209001. а), 
х\ ду дхду дх ду? ду\ Ox дхду ду дх? 
即 它 如 同 某 个 矢量 的 二 维 散 度 一 样 . 因此 能 够 把 变 分 重新 写 为 闭路 周 线 积分 : 








Эа ый ыы * 


+ фасона 2E EE сха - 821, (12.2) 
дхду дх ду" 
式 中 9 是 x 轴 与 周 线 外 法 矢量 n 之 间 的 夹 角 ( 图 3). 


根据 公式 


y 


= cos 2 — sinf 


а" 


= $110 2. + соз@ r: 


将 以 对 x* 和 YY пе НЕТ п 的 导数 和 切 癌 
1 的 导数 表示 . 于 是 ,公式 (12.2) 中 的 积分 具有 下 面 的 
形式 : 图 3 
5 | |. 1 df = фа PE [2sin0eos0 ZE ç sin'a 2$ — соѕ?ө i), 
+ ddi FE singcoso( 2 $ - 9 24) + (соѕ?0 — sin 0) ZL), 


第 二 个 积分 可 以 对 它 取 分 部 积分 计算 出 来 . 因为 是 沿 闭路 周 线 取 积分 , 积 
分 限 合并 为 同一 个 点 ,因此 ,我们 很 容易 得 到 : 


qs Ф |= 
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- $4155 асо Z$ - 9 =) + (cos`0 — sin? 0) Е | 
y Әх y 


把 所 有 的 表达 式 综 合 在 一 起 ,并 按 公式 (11.6) 写 出 系数 ,最 终 得 到 下 面 的 
自由 能 变 分 表达 式 : 


ôF, = DÍ | v*¿8caf - Е a v 


+(1- -°) singcoso( 94 = | + ( соѕ 0 — мп0) 25.) + 








+ g a] V2£ + X1 — o) | 2singeosg => 一 sing 2 š — cos ‘92 |. 
(12.3) 
式 中 
"NEED. A 
12(1-а°) 
为 了 由 此 获得 板 的 平衡 方程 ,必须 使 变 分 SF 与 板 的 势能 变 分 5U 之 和 等 于 
= ,而 板 的 势能 与 作用 在 板 上 的 外 力 有 关 . 这 个 后 面 的 变 分 等 于 板 位 移 时 的 外 
力 功 并 取 相 反 的 符号 . 设 已 是 作用 于 板 表面 单位 面积 上 的 外 力 宇 ,其 方向 沿 着 
表面 的 法 线 . 于 是 , 当 板 上 各 点 位 移 吧 时, 力 所 做 的 功 为 


[роса 
这 样 一 来 ,作为 板 的 总 自由 能 为 最 小 值 的 条 件 ,我 们 有 方程 
ЗЕ. = | Pizdr = 0. 
在 这 个 等 式 左边 部 分 , 即 有 面积 分 又 有 闭路 周 线 积分 . 面积 分 是 
ру - | ёга 
在 这 个 积分 中 , 变 分 是 任意 的 . 因此 要 积分 等 于 零 , 只 有 && 前 面 的 系数 为 零 , 故 
D vit = P. (12.5) 


这 就 是 在 外 力作 用 下 弯曲 板 的 平衡 方程 . tE ЖЕ ВИНЕ BJ) # S FR ЖА О Tu 8 
刚度 . 

上 面 这 个 方程 的 边界 条 件 可 以 由 式 (12.3) 中 的 闭路 周 线 积分 等 于 零 得 出 ， 
这 里 我 们 须 研 究 几 种 不 同 的 特殊 情况 . 

假设 板 边缘 的 一 部 分 是 自由 的 , 亦 即 在 这 部 分 没有 作用 任何 外 力 . 这 样 ,在 
边缘 的 这 部 分 变 分 6 和 6( /on) 是 任意 的 ,于 是 闭路 周 线 积分 中 在 这 两 个 变 分 


(12.4) 


© 这 里 , 力 P 可 以 是 体力 (如 重力 ) 作 用 的 结果 ,等 于 体力 沿 板 厚 度 的 积分 . 
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ñj J МУ СД Ре. 这 便 得 到 两 个 方程 
„avg 
дп 


2 


ð č -0 
дхду " 





+{1-6) С A - =) + ( sin?! 0 – соѕ 0) 





дхду ox: 

在 板 的 所 有 自由 边 上 这 两 个 方程 必须 成 立 . 

边界 条 件 (12.6),(12.7) 是 极其 复 
杂 的 . 最 简单 的 是 板 的 边缘 为 “ 固 支 "或 四 
“ 简 支 " 的 情形 .如 果 板 的 边缘 是 固 支 的 
(图 4(a) ) , 则 不 能 承受 任何 垂直 的 位 移 ， 
此 外 ,这 些 边 缘 的 方向 同样 也 不 能 改变 . 
在 板 边缘 的 这 部 分 上 .相对 于 初始 位 置 旋 
转 的 角度 等 于 (在 上 是 小 位 移 时 ) 导数 027 
дп. 这样 一 来 ,在 板 的 固 支边 上 , 变 分 2& (b) 
和 6( a/an) EFTE. 于 是 , 式 (12.3) 中 的 
闭路 周 线 积 分 恒 为 零 .， 在 这 种 情形 下 , 边 
界 条 件 具 有 简单 的 形式 : 


¿=0, Š =0. (12.8) 


Vag + (1 -0) [2sin0eos6 IE ing — сов'0 >| =0. (12.7) 


|: 面 的 第 一 式 , 实 际 上 表示 形变 时 在 板 的 边缘 根本 就 不 承受 垂直 位 移 ; 而 第 二 
式 ,实际 上 表示 在 边缘 上 板 仍 然 保 持 水 平方 向 . 

不 难 确定 固定 点 处 从 支 座 作用 在 板 上 的 反作用 力 . 这 个 力 与 板 对 支 座 作 
用 的 力 大 小 相等 方向 相反 ， 从 一 般 力 学 已 知 , 某 个 方向 的 作用 力 等 于 能 量 沿 
该 方向 对 坐标 的 导数 . 例如 , 板 对 支 座 作 用 的 力 由 能 量 对 板 边缘 位 移 《 М Se 
数 确定 , 取 人 负 号 ;而 反作用 力 , 等 于 同样 的 导数 , 取 正 号 . 但 是 ,这 个 导数 不 是 
别 的 , 正 是 式 (12.3) 中 第 二 个 积分 55 前 面 的 系数 . 这 样 一 来 ,相对 于 边界 单 
位 长 度 的 反作用 力 , 等 于 方程 (12. 6) 左 面 的 表达 式 (当然 , 现 在 不 等 于 零 ) 乘 
Ир. 类似 的 ,反作用 力矩 ,由 方程 (12.7) 左 面 的 表达 式 乘 以 同样 的 系数 DD 确 
定 . 这 个 结果 由 一 般 力学 已 知 :力矩 等 于 能 量 对 物体 旋转 角 的 导数 . 板 边 缘 处 
的 旋转 角 等 于 导数 辟 / 和 ,于 是 ,相应 的 力矩 由 式 (12.3) 第 三 个 积分 中 6( 457 
an) 前 面 的 系数 确定 . 在 这 种 情况 下 ,这 两 个 表达 式 ( 对 于 力 和 力矩 的 ) 由 于 条 
件 (12.8) 而 极 大 的 简化 了 ， 就 是 说 ,由 于 上 和 acan 沿 板 边 缘 的 整个 周 线 处 
处 等 于 零 , 所 以 它 沿 切 向 1 方向 的 各 阶 导 数 也 都 恒 等 于 零 ， 考虑 到 这 一 情况 ， 
在 式 (12.6) 和 (12.7) 中 ,将 关于 x 和 y 的 导数 换 成 关于 nn 和 1 方向 的 导数 , 即 
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得 到 支 座 的 反作用 力 F ЖЕ М 的 如 下 简单 表达 式 ; 
Е = -D| 54 10 24 





ân? É: dl ən°] ' (12.9) 
2 
M= Dp š. (12.10) 


я A ER AITE JE W 8 (М 4(b)), 在 简 支 板 的 边缘 仅仅 是 支撑 在 
固定 不 动 的 支 座 上 ,但 是 没有 把 它 夹 紧 . 在 这 样 的 情形 下 ,在 板 的 周边 上 (也 就 
是 支 座 支撑 板 的 那 条 线 上 ) 没 有 以 前 所 说 的 垂直 位 移 ,但 决 不 保持 方向 不 变 ， 据 
此 ,在 式 (12.3) 沿 闭路 周 线 的 积分 中 

56 =0, 
但 是 

2 0 
因此 ,两 个 条 件 (12.6) 和 (12.7) ,只 剩 下 了 第 二 个 .和 前 面 的 情形 一 样 ,在 板 的 
支撑 点 上 的 反作用 力 ,也 由 位 于 式 (12.6) 左 面 的 表达 式 确定 (这 些 力 的 力矩 在 
平衡 时 也 等 于 零 ). 如 果 把 导数 化 为 沿 着 严 和 1 方向 的 导数 ,考虑 到 ,由 于 在 整 
个 周边 上 上 =0, а/а M E 也 等 于 零 , 则 边界 条 件 (12.7) 将 被 简化 . 最 
后 得 到 如 下 形式 的 边界 条 件 : 


в Е. М. 
2-0, +0 =o. (12.11) 
я м 


习题 1 试 确 定 固 支边 圆 板 (半径 民 ) 在 重力 场 中 水 平 放置 时 的 形变 . 
解 : 取 极 坐标 ,原点 置 于 板 的 中 心 ， 作 用 在 板 面 单位 面积 上 的 力 为 P =phg， 
方程 (12.5) 具 有 如 下 形式 : 
TM _3pg(1 -0°) 
TESH. Ps 16k° E 
( 正 的 与 重力 作用 的 方向 一 致 )， 因 为 只 是 rr 的 子 数 ,所 以 在 极 坐 标 中 V” 必 
изу: = [r +): 这 个 方程 的 一 般 积 分 是 
г dr dr 


¿ = Вг + ar° +b +cerln — + dln T 


在 本 题 的 情形 ,必须 置 4=0, 这 是 因为 ,在 r=0 时 ,ln 到 变 为 无 穷 大 ;同样 ,c = 


0, 这 是 因为 ,在 r=0 H, AREV i 成 为 奇 点 (这 相当 于 将 力 附加 在 板 的 中 
心 , 见 习题 3). 常数 a 和 b, 由 边界 条 件 r=R 时 ,Zt =0,6L/9r=0 来 确定 . 最 后 
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得 到 : 
¿ =p(R° -г)* 
习题 2 同 习题 1, 对 简 支 边 圆 板 求解 . 
解 :在 贺 板 情形 下 ,边界 条 件 (12. 11) 具有 如 下 形式 : 
у. м o£ 
k =b dr r dr А 
类 似 于 习题 1 的 解法 ,可 导出 下 面 的 结果 : 
¿= BR | P), 
习题 3 试 确定 固 支边 圆 板 在 板 的 中 心 附加 力 f 时 的 形变 . 
解 : 除 坐标 原点 外 ,处 处 都 存在 方程 
We =9, 
积分 后 得 到 
¿=a +b +? — 


(又 有 带 lnr 的 项 МХ). 作用 在 板 上 的 总 力 等 于 附加 于 板 中 心 的 力 刀 因此 V 
遍及 板 面 的 积分 应 为 


2| 7 VLdr = £. 
由 此 得 到 c=//(8mD). 常数 a áo b 由 边界 条 件 确定 ,最 后 得 到 : 
L f ЖЕГЕ И: 
celz іа -| 
习题 4 同 习题 3, 对 简 支 边 圆 板 求解 . 
答案 : 


F таже 
a l + Cr 


习题 5 试 确定 处 于 重力 场 的 圆 板 在 板 的 中 心 悬 挂 时 的 形变 . 

解 :关于 《的 方程 和 它 的 一 般 解 与 习题 1 一 样 , 因 为 在 板 的 中 心 位 移 5 =0， 
故 c =0. 常数 a 和 bb 由 边界 条 件 (12.6) 和 (12.7) 确 定 , 在 图 对 称 时 有 如 下 
形式 : 





(R? - 2) -2r°ln =]. 
r 





最 后 得 到 


= R 23 +0 
¿=p |[” +8 ш = +28" S]: 


习题 6 对 物体 施加 外 力 Pr ,从 物体 上 搓 开 
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一 个 薄 层 (厚度 为 h). 在 给 定 外 力 的 情形 下 , 当 撕 列表 面具 有 一 定 的 大 小 和 撕 
裂 板 具有 一 定 的 形状 时 确立 了 平衡 (图 5). 试 推出 联系 表面 张力 大 小 与 撕 裂 板 
形状 的 公式 ， 





图 5 


解 : 将 撕 裂 层 作 为 板 来 考虑 ,其 中 一 个 边 ( 撕 裂 的 线 细 处 ) 被 夹 紧 .作用 在 
ik ÀS ib kE 65 % 4 h 2 (12.10) мя. 当 撕 列 部 分 伸 长 6x WF, k % 4£E y AE 65 
功 为 
885 _ мар). 
м 95 = Мах S 0152) ôx (1) 


X 
(ФЛ ЕДИ). 平衡 条 件 是 弯 和 给 之 功 等 于 系统 能 量 的 改变 ， 系 
统 能 量 的 改变 由 两 部 分 形成 : 表面 能 的 改变 和 搓 裂 板 弹 性 能 的 改变 ,后 者 是 由 
于 板 次 曲 部 分 的 伸 长 引起 的 ,第 一 部 分 等 于 2a6x, 其 中 为 表面 张力 系数 ,因子 
2 是 考虑 到 搓 裂 时 产生 两 个 自由 表面 . 而 第 二 部 分 等 于 


Eh ` ELEA 

Prema > m 
(能 量 式 (11.6) 应 用 于 板 的 长 度 6x 上 ), 即 由 式 (1) 中 功 的 一 半 组 成 .于 是 
得 到 : 


$13 板 的 纵向 形变 


纵向 形变 是 薄板 形变 的 特殊 形式 , 它 发 生 在 板 平面 内 ,而 没有 伴随 弯曲 . 现 
在 我 们 来 推导 描述 这 种 形变 的 平衡 方程 . 

如 果 板 足够 薄 , 则 沿 着 板 厚 度 的 形变 可 以 认为 是 均匀 的 . 这 时 ,应 变 张 量 
只 是 x 和 yy 的 函数 (选择 板 平面 为 x*y 平 面 ) ,而 与 z 无 关 . 板 的 纵向 形变 通常 
是 由 于 附加 在 板 边 缘 上 的 力 或 由 于 板 平面 内 作用 的 体力 引起 的 ， 此 时 ,在 板 
的 两 个 表面 上 的 边界 条 件 为 :oan; =0. 又 由 于 法 矢量 与 z 轴 方向 相同 , 故 有 
с, = 0, Bi 
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с. =“, =, 0. 
但 是 ,应 该 指出 ,在 下 述 的 近似 理论 中 ,即使 是 拉 伸 外 力 直接 附加 于 板 的 表面 上 ， 
上 述 的 这 些 条 件 仍 然 是 有 效 的 ,因为 这 些 力 与 板 内 的 纵向 应 力 (o,,,o,,,0,,) 相 
比较 全 部 都 是 小 量 . 由 于 在 边界 上 o, ,0o,,0 等 于 零 , 故 而 在 整个 板 的 小 厚度 
之 间 , 它 们 也 将 是 小 量 . 因此 我 们 可 以 近似 的 认为 在 板 的 整个 体积 内 这 些 量 都 
等 于 零 
令 表达 式 (11.2) 等 于 零 ,得 到 如 下 关系 : 


8. = = быта}, ма, 80. (13.1) 
l-o С а 


将 它们 代入 一 般 公 式 (5.13) , 即 得 到 应 力 张 量 ,其 不 为 零 的 分 量 为 

















= 
Е 
2 а ар Jy (13.2) 
Е 
1 + 
注意 ,借助 于 形式 代 换 

a s 2， == (13.3) 

_ , es 


上 述 表 达 式 就 变 为 平面 形变 D 时 确定 应 力 OO yO RIO и,,,и,, u, Z l| < 
系 的 公式 (由 公式 (5.13), Ши, =0). 

这 样 一 来 ,在 完全 消去 位 移 w. 后 ,我 们 就 可 以 简单 地 把 板 视 为 一 个 没有 厚 
度 的 二 维 介质 (弹性 平面 ) 来 研究 ,或 者 说 ,位 移 矢 量 & 是 只 具有 两 个 分 量 ws 和 
u 的 二 维 矢 量 . 如 果 已 ,和 P, 是 在 板 的 单位 面积 上 的 体力 分 量 , 则 一 般 平 衡 方 
程 为 





дс ÔO oy 
Д = J +Р =0, 
= + +P =0 
Ox 
将 表达 式 (13.2) 代 入 上 式 即 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 
1 ди 1 ĝu, 1 ðu, 





ен -o а "2 +0) әу 20-0) Әкду Бе 


加 ”弹性 平面 问题 通常 分 为 两 类 ,一 类 是 平面 应 变 , 系 指 在 8$7 最 后 两 段 的 论述 ; 另 一 类 就 是 平面 应 
力 , 即 本 节 的 内 容 . 两 类 问题 的 基本 方程 是 一 致 的 ,不 同 的 只 是 物理 关系 前 面 的 系数 ,通过 所 给 出 的 代 换 
即 可 把 平面 应 力 的 物理 关系 转变 成 平面 形变 的 物理 关系 ,当然 也 可 以 由 式 (5. 13) № и, =0 直接 得 到 . 


一 一 译 者 注 
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Eh 9 и, l ди, и, l Fu, 
= а? a "гау Әх. "STi -о) дхду 
这 组 方程 可 以 写 为 二 维 矢量 形式 : 


| =0. (13.4) 


2 


VY sy 











5 Eh (13.5) 
式 中 所 有 的 矢量 算 子 ,都 应 理解 为 二 维 算 子 . 
特别 是 ,在 没有 体力 时 平衡 方程 为 
VV LU xV xu =0. (13.6) 


上 述 方程 与 沿 物 体 z 轴 方向 无 限 的 平面 形变 之 平衡 方程 ( $7) 的 区 别 只 是 系 
数值 不 同 ( 按 式 (13.3) 代 换 ). 像 对 平面 形变 一 样 ,这 里 也 可 以 引入 由 如 下 关系 
确定 的 应 力 函 数 : 





-ËX ДЙ, вх 
Ci ó Fy = дхду’ о’. м (13. 7) 
它们 自动 满足 写 为 如 下 形式 的 平衡 方程 : 
op. T, or 90, 
+“ =0, 一 一 + 一 一 =0. 
дх ду дх ду 
AHR Ух 有 关系 式 : 


=(и.. +u) = ` u. 
-0 


该 式 与 已 有 的 平面 形变 的 区 别 , 只 是 式 中 的 因子 不 同 . 所 以 , 像 以 前 一 样 ,应 力 
函数 满足 重 调 和 方程 ( 见 8$7). 

这 里 我 们 指出 下 面 的 情况 : 当 板 由 已 知 力 附加 于 边缘 而 形变 时 , 板 中 的 应 
力 分 布 与 材料 的 弹性 常数 无 关 . 实际 上 ,弹性 常数 既 没 有 包含 在 应 力 函 数 满足 
的 重 调和 方程 中 ,也 没有 包含 在 用 应 力 函 数 确定 应 力 分 量 wx 的 公式 (13.7) 中 
(因此 也 没有 包含 在 板 边 缘 的 边界 条 件 中 ). 


习 @ 
习题 1 试 确定 围绕 着 通过 圆 盘 中 心 并 垂直 于 板 面 的 轴 作 均匀 旋转 时 于 面 
圆 盘 的 形变 . 


解 : 待 求 的 解 与 87 习题 5 得 到 的 旋转 圆柱 体 平 面 形变 解 之 区 别 只 是 常 系 
数 的 值 不 同 . 径 向 位 移 u, = uCr) 公 式 由 下 式 给 出 ; 





Ух = g, to, = E 


O ” 当 沿 : 轴 形 变 均匀 时 ,在 整个 物体 内 z. = z, =0, =0, 这 时 , 称 为 平面 应 力 状态 ,以 区 别 于 平面 
形变 ,在 平面 形变 时 ,整个 物体 内 u =u, =u, =0. 
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ее р). 
该 表达 式 就 是 在 $7 习题 5 得 到 的 公式 中 按 式 (13.3) 代 换 得 到 的 . 

习题 2 试 确 定 半 无 限 大 平板 (县 有 直线 边界 ) ,在 板 边缘 一 点 上 向 板 内 施 
加 集中 力 影 响 下 的 形变 . 

解 : 引 入 极 坐 标 , 极 角 w 从 施加 力 的 作用 方向 算 起 , 它 的 取 值 范围 从 (п/2 
+Q) 到 7/2 一 Qa, 其 中 是 力 方向 与 板 边缘 法 
线 间 的 夹 角 (图 6). 在 自由 边 上 所 有 的 点 , 除 
了 施加 外 力 的 点 (坐标 原点 ) 外 ,都 必须 实现 
о. =, =0 的 条 件 . 利用 在 $7 习题 11 得 到 
的 应 力 сіе с, Жі К, Ж Ші Е л 
ALMARI: И ф=тт/2-а 8, 

X = const, T 5 = const. 





+e y = rf( e) , Е mn iz Np NR 将 
其 代入 重 调和 方程 
гага 9’ 
ея ря 
я КФ), sing, созф , фѕіп , фсозф 形式 的 解 ,它们 中 的 前 两 个 函数 ,导致 
应 力 恒 等 于 零 ,由 施加 于 坐标 原点 的 正 值 力 给 出 解 : 
х = -一 rpsing， с „ = _2Е coso ‚ хе, =е =0 (1) 


т r Ф pp 
(下 是 在 板 的 单位 厚度 上 作用 的 外 力 的 大 小 ). 实际 上 ,在 沿 着 以 坐标 原点 为 中 
心 的 小 的 半 辆 周 上 ,将 应 力 在 平行 和 重 直 于 力 忆 方向 上 的 分 量 积 分 (然后 就 可 
以 想象 小 圆 的 半径 趋 于 零 ) , 即 可 得 到 : 
је." cosede = – Е, fonr sinede = 0, 
Pp ,这 个 积分 值 恰好 与 施加 于 坐标 原点 的 外 力 相 抵消 
公式 (1) 确 定 了 待 求 应 力 的 分 布 . 它们 是 纯 径 向 的 : 在 任何 一 个 垂直 于 半 
径 的 面积 上 只 作用 径 向 的 压力 . 等 应 力 线 是 通过 坐标 原点 ,r = dosp 的 圆周 ,而 
圆心 在 沿 着 力 正 作用 的 直线 上 (图 6). 
应 变 张 量 的 分 量 : 


由 此 积分 (借助 于 表达 式 (1. 8 ) 对 极 坐 标 表示 的 分 量 ug), Pp ЖЖ: 
г (1-9)Е 


u, 三 -一 cospln FT -—esinç, 
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Во Е ү, (1-0)... 
и, = 二 sino + xE" — Sing + — 308. sing — фсозф). 


这 里 ， 积 分 常数 是 用 这 样 的 方法 选择 的 : 为 了 消除 板 的 整体 位 移 ( 移 动 或 转动 ) ， 
预想 在 力 的 作用 线 上 距离 坐标 原点 a 处 ,选择 一 个 假定 没有 位 移 的 点 . 
借助 于 所 得 到 的 解 ,可 以 建立 在 板 边缘 上 作用 任意 分 布 力 的 问题 的 解 (上 比 
H 88). 自然 ,在 靠近 坐标 原点 的 附近 它们 是 不 适用 的 ， 
习题 3 A s £ X FR ВА (Т f 2a) 在 顶点 施加 力作 用 下 的 形变 . 
解 :确定 应 力 分 布 的 公式 ,与 习题 2 得 到 的 公式 的 区 别 只 是 规定 不 同 ， 如果 
力 活着 枫 形 板 的 中 间 线 作用 (图 7 ЕРЕ), ШЖ 
Е, созф 
pn Е k i y од =0. 
Ца+ sin 2а) 
如 果 力 作用 于 中 间 线 的 垂直 方向 上 (图 7 上 的 力 F,) , 则 
Е, coso 


i | C -sin 2a) 
上 述 两 种 情形 的 每 一 个 , 角 gp 都 是 从 相应 力 的 作用 方向 算 
起 的 . 

习题 4 试 确定 圆 盘 ( 半 径 尺 ) 在 直径 两 端 施 加 一 对 大 
小 相等 方向 相反 的 力 Fh 压缩 时 的 形变 ( 图 8). 





解 :该 问题 的 解 可 由 三 个 分 布 应 力 的 司 加 求 得 ,其 中 ыы 
两 个 分 布 应 力 是 
с) я _2F соѕФ | ; t =g" =0. 
171 т r, 1%] 191 
Gi _ _2Е coso, ; t agin =0, 
т г. 202 PFI 


式 中 的 7 ,pI № г, ,ф 是 任意 一 点 分 别 对 应 以 4 
和 B 为 原点 的 极 坐 标 ( 上 述 这 些 应 力 是 由 施加 于 半 
平面 边界 一 点 上 的 法 向 力 下 产生 的 ,见习 题 2). 第 


三 个 分 布 应 力 是 等 强度 的 均匀 拉 伸 : 
(3) и. 
Tik =R" 





实际 上 ,如 果 尸 点 置 于 圆 板 的 周 线 上 , 则 对 于 该 点 
r, =2Rcose, ‚г, =2Rcose, ,于 是 


t -i (2) _ F 
O iiri = Or PA wR 
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因为 ,在 该 点 r £ r, бена £ ñ KANA A, паща 
上 是 均匀 压缩 ,这 个 力 正 好 抵消 第 三 组 的 均匀 拉 伸 .于 是 得 出 , 圆 盘 的 边缘 上 呈 
现 出 没有 应 力 的 自由 边界 . 
习题 5 ” 试 确定 带 有 圆 孔 (半径 吧 ) 的 无 限 板 承受 均匀 拉 伸 时 的 应 力 分 布 . 
解 :无 孔 连续 板 的 均匀 拉 伸 对 应 的 应 力 是 ofo =Т,0® = =) =0, 其 中 了 为 
拉 伸 力 .它们 相应 的 应 力 函 数 为 


ТЕ ие TE 27 B 7 E 
X 7 了 si rsinp = ТР (1 cos 2ф). 


存在 圆 孔 (中 心 在 极 坐 标 o 的 原点 ) 时 ,我 们 寻求 形 为 下 式 的 应 力 函数 : 
Y= +Y, y” = (г) + Е(г) соз 20. 
重 调和 方程 与 g 无 关 的 积分 为 


Кг) = агаг + br? + clnr. 


而 与 cos 2p 成 比例 的 积分 ,有 
F(r) =dr +er +£, 
r 


这 里 引入 的 常数 由 下 面 的 条 件 确定 : 当 r=o 时 ,oa =0;3 r=R №, а, =c, = 
0. 最 后 得 到 


2 R? 
y” =^ | -lnr+ (1 -和 jeos 20]. 


而 应 力 分 布 由 下 式 确 定 : 


(0) 
ЕД 20|, 


Cr = -二 ЗЕ вт 24. 
r. 


тф 


T py => [1 + - 





特别 是 ,在 孔 边 :ve =Т(1 -2cos 2p) ,而 在 p= +, 0, =3T , 即 孔 边 应 力 是 
无 限 远 处 应 力 的 3 倍 (比较 8$7 ЯЖ 12). 
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ТЕ $ 11-13 讲述 的 薄板 弯曲 理论 只 适用 于 挠 度 足 够 小 的 情形 . 在 这 里 我 
们 预先 指出 ,这 个 理论 的 应 用 条 件 是 找 度 ¢ 远 小 于 板 的 厚度 h. 现在 我 们 转 回 
推导 大 挠 度 弯曲 板 的 平衡 方程 .此 时 ,在 与 六 相 比较 时 ,就 不 能 假设 挠 度 上 是 
个 小 量 . 但 是 我 们 着 重 指出 ,如 前 所 述 ,形变 本 身 必 须 是 小 的 ,其 意思 是 应 变 
张 量 的 分 量 必须 是 小 的 . 实际 上 ,这 就 是 要 求 《 <<!, 即 挠 度 必 须 远 小 于 板 的 
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伸 可 以 忽略 .而 在 大 挠 度 弯曲 时 , 绝 不 能 作 这 样 的 忽略 .因为 此 时 , 板 内 根本 
不 存在 任何 的 “中 性 面 "， 弯曲 时 伴随 有 拉 伸 存在 ,是 板 不 同 于 细 杆 的 特性 , 细 
杆 可 以 在 经 受 很 大 的 弯曲 时 ,没有 感受 到 总 的 拉 伸 . 板 的 这 一 特性 是 单纯 的 
几何 性 质 . 例如 ,将 平面 圆 板 弯曲 成 球面 的 一 部 分 ,如 果 发 生 的 弯曲 使 圆周 的 
长 度 保持 不 变 , 则 必然 要 拉 长 它 的 直径 ; 如 果 板 的 直径 没有 拉 长 , 则 必然 要 压 
缩 它 的 圆周 . 

在 $11 中 ,计算 能 量 的 公式 (11.6) 可 以 称 为 纯 弯 曲 能 , 它 只 是 板 的 总 能 量 
的 一 部 分 ,这 部 分 能 量 是 在 板 没 有 任何 总 的 拉 伸 时 ,由 沿 着 板 厚 度 的 非 均匀 拉 伸 
和 压缩 决定 的 . 除了 这 部 分 能 量 外 ,在 总 的 能 量 里 面 还 应 包括 另 一 部 分 ,这 部 分 
洽 好 是 由 这 个 总 拉 伸 的 存在 决定 的 ,可 以 把 它 称 为 拉 伸 能 . 

纯 弯 曲 和 纯 拉 伸 的 形变 已 经 分 别 在 811,8$12 和 8$13 节 中 研究 过 了 . H 
此 ,现在 我 们 可 以 直接 利用 那里 已 经 得 到 的 结果 . 这 时 ,没有 必要 沿 着 板 的 厚度 
来 考虑 它 的 构造 ,我 们 可 以 从 一 开始 就 把 板 当 作 没 有 厚度 的 二 维 曲面 来 研究 . 

首先 推导 的 是 : 当 同 时 受到 弯曲 和 在 自身 平面 内 拉 伸 作用 时 ,确定 拉 伸 板 
(作为 曲面 考虑 ) 的 应 变 张 量 表达 式 . Ми 是 纯 拉 伸 时 的 二 维 位 移 矢 量 ( 分 量 为 
4,,u,), 和 从 前 一 样 ,t 表示 弯曲 时 的 横向 位 移 ， 于 是 ,未 形变 时 板 的 线 元 

а? = ах? + ау?, 
形变 后 变 为 新 线 元 Ч, Е 
d = (dz +du,)° + (dy + ди, )° +9. 


这 里 , 记 du, = da + sdy, 对 于 du 和 尼采 用 类 似 的 记 法 ,我 们 得 到 具有 更 高 


精度 项 的 dl”: 
dl” = 4? +2u dx, dx,. 
式 中 的 二 维 应 变 张 量 定义 为 
1 /ðu, ди l да 
и ав => гд а 7 = > 
(在 本 节 和 下 节 我 们 都 将 用 希腊 字母 表示 指标 , 它 总 共 只 取 x A y 两 个 值 ; 照 例 ， 
两 个 重复 指标 表示 求 和 ). 在 这 里 ,忽略 了 u, 导数 的 平方 项 . 当然, 关于 的 导 
数 不 能 作 同 样 的 忽略 ,因为 它们 一 般 没 有 一 次 项 . 
由 公式 (13.2) 可 确定 与 板 拉 伸 有 关 的 应 力 张 量 g 式 中 的 wm 必须 用 由 公 
式 (14.1) 给 出 的 总 应 变 张 量 代替 . 纯 弯 曲 能 由 公式 (11.6) 确 定 , 可 以 写 为 





(14. 1) 


Ф 例如 ,平板 弯曲 成 柱 形 曲面 就 是 个 例外 . 
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fe (Z) ахду, 


式 中 的 Ч (2) 表 示 位 于 式 (11.6) 积 分 号 下 面 的 全 部 表达 式 . 根据 一 般 公 式 , 板 
在 的 单位 体积 的 拉 伸 能 为 usows/2, 由 此 式 乘 以 h 即 得 到 单位 表面 上 的 能 量 ,所 
以 总 的 拉 伸 能 就 可 以 写 为 


[№ Си») df, 
式 中 

Y, =h 07, (14.2) 
这 样 一 来 , 板 在 大 挠 度 弯曲 时 的 总 自由 能 为 


F. = EACS + W, (иа) ] df. (14.3) 
在 推导 平衡 方程 之 前 ,我们 先 估计 一 下 这 两 部 分 能 量 .“ 的 一 阶 导数 是 5/1 的 数 
量 级 ,其 中 1 为 板 的 尺寸 ;而 二 阶 导数 是 5/D 的 数量 级 . 因此 ,由 式 (11.6) 可 见 ， 
P, ЕРГО, 张 量 ws 的 数量 级 是 如 /PE ,因此 P, ~ EN AV， 比较 这 两 个 表达 
式 显 见 , 在 板 的 近似 弯曲 理论 中 ,只 有 在 纪 << h° 的 条 件 下 ,忽略 W, 项 才 是 合 
理 的 . 
能 量 最 小 值 的 条 件 记 为 : 8F +60 =0, 其 中 ,U 是 外 力 场 的 势能 . 我 们 将 认 
为 拉 伸 外 力 (如 果 存 在 的 话 ) 的 作用 ,在 与 弯曲 力 的 作用 相 比 较 时 可 以 忽略 (如 
果 只 是 不 太 大 的 拉 伸 力 , 总 可 以 作 这 样 的 忽略 ,因为 薄板 承受 弯曲 远 比 承受 拉 伸 
容易 ). 因此 ,对 于 6U 也 就 有 了 $ 12 中 的 表达 式 : 


фр р 是 板 面 每 单位 面积 上 的 外 力 . 积分 式 [Wdf 的 变 分 ,已 经 在 $ 12 中 计算 
ЕТ. 
Š | wdf = DÍ vrardf 


我 们 没有 写 出 位 于 公式 (12.3 ) 中 的 闭合 周 线 积分 ,因为 它 所 确定 的 不 是 平衡 方 
程 本 身 , 只 是 它 的 边界 条 件 ,而 在 这 里 边界 条 件 还 不 是 我 们 所 关心 的 问题 . 


最 后 ,来 计算 积分 [df 的 变 分 . 式 中 的 变 分 即 有 对 位 移 矢 量 u 之 分 量 的 ， 


也 有 对 《 的 . 我 们 有 
ау, 
див 





a |w.a/ = | u. qf: 


D 在 进行 数量 级 比较 时 , 常 引用 记号 ”~ " ,表示 在 它 两 边 的 量具 有 相同 的 数量 级 ,以 下 同 . —_ РЕ 
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单位 体积 自由 能 对 us 的 导数 等 于 os ,因此 ОЧ, ди, = hoo. 同时 ,用 表达 
式 (14.1) 代 换 wu , 即 得 到 


[到 df = h |z Su = zhola š = ¿ £ = + 90 Ejas, 
或 由 于 css 的 对 称 性 
s[w,a/ = Е й == ау 
现在 利用 分 部 积分 我 们 得 到 
5[ Pdf =- Z=. + a A ajg] 


这 里 我 们 又 没有 写 出 环绕 板 面 的 闭路 周 线 积分 
把 所 有 得 到 的 表达 式 归 结 在 一 起 ,我们 有 


Ри + 80 = [руч - (ae) Р|% - p Zau .jy = 0. 


为 了 使 上 述 关系 式 满足 恒 等 关系 ,5 的 系数 和 5u。 的 系数 必须 分 别 等 于 零 T 
是 ,就 得 到 如 下 的 方程 组 : 


Dg [= SE) =P, (14.4) 
В а 
до 
= =0. (14.5) 
B 


这 组 方程 包含 三 个 未 知 函数 : 位 移 矢 量 и 的 两 个 分 量 uu, 和 横向 位 移 L. 
方程 组 的 解 , 同 时 给 出 弯曲 板 的 形状 ( 即 函 数 Z(x,y) ) 和 由 弯曲 结果 引起 的 伸 
К. 方程 (14.4) 和 (14.5) 借 助 于 引入 的 函数 xy 可 以 得 到 某 些 简化 ,函数 y 与 rs 
是 通过 关系 式 (13.7) 联 系 的 . 将 式 (13.7) 代 入 方程 (14.4) 后 , 式 (14.4) 变 为 如 
下 形式 : 

д д 
D ve - 224, an. 22x TE) P. (14.6) 
至 于 方程 (14.5) ,由 表达 式 (13.7) 自然 满足 因此 必须 再 推导 出 一 个 方程 , 它 
可 以 由 关系 式 (13.7) 和 (13.2) 消 去 и, 得 到 . 
为 此 ,可 按 以 下 方法 去 作 . 首先 ,通过 es 表示 us ,由 式 (13.2) 我 们 得 到 


и, = = 去 (cs GD) u, = (0, -00..), u, = 90. 
由 此 ,将 wos 用 表达 式 (14. КЛ, Шо (13.7) 6А, АЯ TF I8 2 
式 : 
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æ HZ -H 


2 2 
ОД... Ж 
ду 2 \ду Е \ дл" Я Б 


дх ду 
ди, ди, à & 2(1+0) ах 


ôx ду дх ду Е дхду' 
对 第 一 个 等 式 作 用 算 子 /9y ,对 第 二 个 等 式 作 用 9 /ex ,对 第 三 个 等 式 作用 
8 /дхду. 然后 ,将 第 一 个 等 式 与 第 二 个 等 式 相 加 ,并 减 去 第 三 个 等 式 ， 这样, 含 
Жи, 和 ,的 项 ,彼此 相约 ,我们 就 得 到 如 下 的 方程 : 
ЕЕЕ! (14.7) 

方程 (14.6) 和 (14.7) R: X: + X HES IH W ЗЕ Е Я ( А. Föppl, 1907). 
这 组 方程 极其 复杂 ,甚至 在 最 简单 的 情形 下 也 不 能 有 精确 解 . 要 注意 ,它们 是 非 
线性 的 . 

我 们 简略 的 提 一 下 薄板 形变 的 一 种 特殊 情形 , 即 所谓 的 膜 在 薄板 边缘 上 
外 加 拉力 时 , 它 能 承受 很 大 的 张力 ,这 样 的 薄板 称 为 膜 , 在 这 种 情形 下 ,可 以 忽 
略 由 于 板 弯曲 产生 的 附加 纵向 应 力 ,因此 可 以 认为 应 力 张 量 os 的 分 量 就 等 于 
不 变 的 外 加 拉 应 力 . 现在 ,在 方程 (14. 4) 中 ,将 第 一 项 与 第 二 项 比较 ,前 者 可 以 
忽略 . 于 是 ,我 们 得 到 平衡 方程 


ov 
log, a +P=0. (14.8) 


边界 条 件 : 在 薄膜 的 边缘 周 线 上 《上 =0. 上 面 的 方程 是 线性 方程 . 特别 简单 的 情 
形 是 各 向 均匀 拉 伸 . 这 时 ,各 个 方向 上 的 膜 应 力 都 是 相同 的 . 设 了 是 施加 于 板 
边缘 单位 长 度 上 的 拉力 的 绝对 值 ， 于 是 ,ho。s = 75。, 我 们 得 到 如 下 形式 的 平衡 
方程 : 





ТУ +P =0. (14.9) 
2] 题 
习题 1 试 确定 , 35 W dh Z E K 32] ¿ >> h 时 , 板 的 挠 度 与 作用 在 它 上 面 的 力 
的 关系 . 
解 : 估 计 方 程 (14.7) 的 各 项 表明 ,xX~EL. 3 ¿£ >> h 时 ,将 式 (14.6) 中 的 第 


一 项 与 第 二 项 相 比 较 ,前 者 是 个 小 量 ,后 者 的 数量 级 为 RAT ~ Eh£' ZÉ (1 为 板 的 
尺寸 ). 与 外 力 尸 比较 ,得 到 
ГР 1/3 
(за) > 


特别 是 ,由 此 显 见 , 光 与 力 的 立方 根 成 正比 . 
习题 2 试 确定 圆 形 膜 ( 半 径 尺 ) 在 重力 场 中 水 平 放置 时 的 形变 . 
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解 :已 知 P=pgh, 在 极 坐 标 中 , 式 (14.9) 具 有 如 下 形式 : 

1 9/44) _egh 

г ur № ЕЕ 

由 r=0 HAARP А r= R Br ¿ =0 的 条 件 得 到 


_-DEh | р _ 2 
Зато 


$15 RHEE 


至 今 有 关 薄 板 形 变 的 讨论 ,总 是 指 未 发 生 形变 状态 的 板 是 平面 ， 其实 ,本 来 
就 具有 弯曲 形状 的 板 (这 样 的 板 称 为 克 ) , 它 的 形变 所 显现 出 的 特殊 性 ,与 平板 
的 形变 有 原则 上 的 区 别 . | 

伴随 平板 弯曲 引起 的 伸 长 ,与 板 自身 的 挠 度 值 相 比 ,是 二 阶 小 量 的 效果 . 例 
如 ,表现 在 应 变 张 量 (14. 1 ) 中 ,这 一 伸 长 取决 于 *z 的 二 次 方 . 壳 的 形变 完全 是 另 
外 一 种 情况 : 在 这 里 , 伸 长 是 一 阶 小 量 的 效果 ,因此 ,甚至 在 小 挠 度 弯 曲 时 也 起 
着 主要 的 作用 . 从 一 个 极 简单 的 例子 ,最 容易 看 清楚 这 个 性 质 , 那 就 是 球 壳 的 均 
AJ B. 如 果 使 球 过 上 所 有 的 点 都 承受 同样 的 径 向 位 移 “, 则 赤道 长 度 的 增加 等 
于 2mz ,相对 伸 长 为 2mrg/(2mR) = ¿/R. 因此 ,应 变 张 量 与 的 一 次 客 成 正比 . 
当 R— e , 即 曲率 趋 于 零 时 ,这 个 影响 也 趋 于 零 ,因而 是 与 壳 的 曲率 有 关 的 特殊 

设 尺 是 壳 曲 率 半径 的 数量 级 , 它 通常 与 过 尺寸 的 数量 级 相同 . 于 是 ,伴随 弯 
曲 引起 拉 伸 的 应 变 张 量 就 是 “/R 的 数量 级 ,相应 的 应 力 张 量 是 EL/R 的 数量 级 ， 
而 形变 能 (相对 于 单位 面积 的 ) ,根据 式 (14.2) ,是 Eh(¿/R)` 的 数量 级 . 和 从 前 
一 样 , 纯 弯曲 能 是 Eh ИВ 的 数量 级 . 我 们 看 到 ,第 一 式 与 第 二 式 的 比 为 ~(R/ 
h) , 亦 即 二 者 的 数量 级 相差 很 大 . 我 们 强调 指出 ,不 管 挠 度 * 55 E BE h 2 BB) £f 
在 怎样 的 关系 ,上 面 的 结果 都 是 成 立 的 ,而 在 平板 弯曲 时 ,只 有 在 ~h Вр, 
才 开 始 起 作用 . 

在 某 些 情形 下 ,可 能 存在 壳 弯 曲 的 特殊 类 型 , 即 在 弯曲 时 不 发 生 任 何 的 
拉 伸 .例如 , 柱 壳 (两 端 开 口 ) ,如 果 在 弯曲 时 使 柱 壳 的 所 有 母线 彼此 保持 平 
行 ( 即 沿 着 任何 的 母线 挤 压 柱 壳 时 ), 则 可 能 存在 没有 拉 伸 的 形变 .这 种 没 
有 拉 伸 的 形变 在 几何 上 是 可 能 的 ,如 果 壳 具有 自由 边界 ( 亦 即 不 闭合 ) ,或 
者 如 果 壳 是 闭合 的 ,但 它 的 曲率 在 不 同 的 地 方 有 不 同 的 符号 . 例如 ,闭合 球 
壳 不 可 能 存在 没有 拉 伸 的 弯曲 ,但 是 如 果 在 球 壳 上 开 个 孔 ( 并 且 孔 的 边缘 不 
要 固定 ) , 则 这 样 的 形变 就 成 为 可 能 的 了 . 因为 纯 弯 曲 能 远 比 拉 伸 能 小 ,很 
明显 ,如 果 给 定 的 壳 容 许 没 有 拉 伸 的 形变 , 则 一 般 来 说 , 壳 在 任意 外 力作 用 
下 ,就 会 实际 出 现 这 样 的 形变 . 要 求 弯曲 时 没有 拉 伸 ,就 给 可 能 的 位 移 u, Bf 
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加 了 很 大 的 限制 . 这 些 条 件 是 纯 几 何 的 ,并 能 够 用 微分 方程 的 形式 表示 出 
来 , 它 应 该 包含 在 关于 这 种 形变 的 总 平衡 方程 组 里 面 . 这 个 问题 到 此 为 止 ， 
我 们 不 再 讨论 . 

如 果 壳 的 形变 伴随 有 拉 伸 , 则 一 般 来 说 , 拉 伸 应 力 比 完 曲 应 力 大 得 多 ,并 且 
弯曲 应 力 可 以 忽略 (建立 在 忽略 弯曲 应 力 基础 上 的 壳 体 理论 , 称 为 壳 体 的 薄膜 
理论 ). 

过 的 拉 伸 能 ,可 以 由 遍及 壳 面 的 积分 计算 : 


F, = + [чо Ч, (15.1) 


式 中 us 是 相对 于 曲线 坐标 的 二 维 (a,B =1,2) 应 变 张 量 ， 而 应 力 张 量 ow 与 va 
的 关系 式 (13.2) ,现在 可 以 用 二 维 张 量 记号 写 为 


s sal о + Tô ply ]. (15:2) 


特别 需要 研究 的 情形 是 过 承受 横向 集中 力 的 作用 . 作为 这 样 的 集中 力 可 以 
是 从 支 座 的 固定 点 (或 线 ) 作 用 在 壳 上 的 反作用 力 . 集中 力 使 过 在 施 力 点 周围 不 
大 的 区 域内 产生 弯曲 . 设 d 是 力作 用 点 区 域 的 数量 级 (所 以 它 的 面积 ~ 
因为 在 距离 а 的 长 度 范围 内 , 找 度 的 改变 相当 大 , 故 弯 曲 能 (单位 面积 上 ) 的 
数量 级 是 Ek Cd ,而 总 弯曲 能 (在 数量 级 为 中 的 面积 上 ) ~ Eh Zd. 和 从 前 
一 样 , 拉 伸 应 变 张 量 ~Z/R, 而 由 集中 力 引起 的 总 拉 伸 能 ~ Eh ( ¿/R)°d°. 因为 随 
着 d 的 减 小 ,弯曲 能 增加 ,而 拉 伸 能 下 降 , 所 以 很 明显 ,在 确定 施加 集中 力 附 近 的 
形变 时 ,必须 考虑 这 两 部 分 能 量 . 弯曲 区 域 大 小 d 的 数量 级 由 这 两 部 分 能 量 之 
和 取 最 小 值 的 条 件 确 定 , 于 是 

- УВВ, (15.3) 

此 时 ,能 量 的 数量 级 是 Eh C ZR. ЧЕ С 变化 的 能 量 和 力 /的 功 相 等 , 即 求 出 
挠 度 ¿ ~ fR/Eh°. 

但 是 ,如 果 作 用 在 过 上 的 力 足 够 大 , 则 壳 就 会 产生 挠 曲 , 使 其 形状 发 生 相 当 
大 的 改变 ,在 这 种 特殊 情形 下 ,确定 形变 与 附加 荷载 的 关系 需要 专门 研究 

设 凸 壳 (具有 确保 几何 刚度 的 固定 边界 ) 受 到 一 个 沿 表面 内 法 线 方向 的 较 
大 集中 力 f 的 作用 . 为 简单 起 见 ,我 们 假设 过 是 半径 为 R 的 球 壳 的 一 部 分 , 挠 曲 
部 分 是 个 球 冠 , 它 近似 于 初始 形状 的 镜像 (图 9 表示 壳 的 子午 线 断 面 ). 现在 的 
问题 是 确定 挠 曲 尺寸 与 力 大 小 之 间 的 关系 . 


中 ”本 文 下 面 报 述 的 结果 属于 波 格 列 洛 夫 ( А. В. Погорелов( 1960) ). 该 问题 更 精确 的 分 析 ,以 及 其 
它 类 似 的 问题 可 以 参见 他 的 著作 : Теория оболочек при закритических деформациях ( #1 Я JÉ g ñ) 26 
体 理论 ). Москва: Наука, 1965. 
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弹性 能 的 主要 部 分 是 集中 于 挠 曲 区 域 边缘 
使 壳 体 受到 较 大 弯曲 的 犹 条 地 带 (把 它 称 为 弯 
曲 狭 条 ,用 а 表示 它 的 宽度 ) 的 能 量 . 我 们 估计 
一 下 这 个 能 量 , 假 设 挠 曲 部 分 的 尺寸 (半径 ) 
г <<R, 这 时 角 a <<1( 见 图 9). 此 时 ,r = Кіпа 
~ Ка, ТОВЕНЕ Н =2R(1 -cosa) ~ Ка’. 用 | 
ГЛЕН ЖЕ Е В У 6. 和 前 面 | / 
已 经 做 过 的 完全 一 样 ,我 们 得 到 每 单位 表面 面 | pa 
积 上 沿 着 子午 线 的 弯曲 能 和 沿 着 纬 线 的 拉 伸 

能 ,相应 的 数量 级 分 别 等 于 





EK? 和 ЕН | 
d° ii R* ° 
EA ЗЕ WJ ЛА Rš КИЕ ¿ 的 数量 级 : 图 9 


在 宽度 d 上 面 的 子午 线 方向 改变 了 一 个 角 ~a, 由 此 ,lt ~ad~rd/R. 乘 以 弯曲 
狭 条 的 面积 ( ~ rd) ,我 们 得 到 能 量 

Ek’ г Ehd` r° 

В? і e 
由 它们 之 和 的 最 小 值 条 件 ,我 们 重新 求 出 弯曲 狭 条 宽度 d ~ (HR) ,而 这 时 总 弹 
性 能 ~ Er (h/R)”, 或 换 成 男 一 种 形式 久 : 


3/2 
5/2 Н 
о 





const • Е (15.4) 


在 进行 推导 时 我 们 已 经 假定 d <<r, 因 此 ,公式 (15.4) 在 满足 下 面 的 条 件 时 是 正 
确 的 : 
ЗЕ (15:5) 

在 形成 挠 曲 时 , 球 冠 的 外 层 变 为 内 层 并 相应 的 受到 压缩 ,而 内 层 变 为 外 层 受 到 拉 
伸 . 相对 伸 长 (或 缩短 ) ~ h/R. 所 以 , 跟 它们 相关 联 的 翘 曲 区 域 的 总 能 量 
~ E(h/R)°hr°. 在 式 (15.5) 的 条 件 下 ,与 弯曲 狭 条 的 能 量 式 (15.4) 相 比较 , 挠 
曲 区 域 的 总 能 量 确 实 是 小 的 . 

待 求 的 挠 曲 深度 五 与 施加 力 f 之 间 的 关系 ,可 以 由 使 /与 能 量 式 (15.4) 对 
H 的 导数 相等 得 到 ， 于 是 , 求 出 


Ф # ini ATER НИ Ж Е ЗИВ BEA BW Wi , Pr bÀ , В НЕ — ВР 
线 没有 发 生 总 的 拉 伸 . 
名 ”更 精确 地 计算 给 出 式 子 前 面 的 常 系数 值 : сопы =1.2(1-o) ~. 
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н- ГЁ 
ЕЕ 
我 们 要 注意 到 这 一 关系 的 非 线 性 性 质 . 
最 后 ,假设 沉 的 形变 ( 挠 曲 ) 是 在 均匀 外 部 压力 p 作用 下 发 生 的 . 在 这 种 情 
形 下 ,外 力 功 等 于 pAV, 其 中 AV ~ Hr ~ НК 是 在 挠 曲 时 受 限制 壳 的 体积 变化 . 
令 总 自由 能 ( 亦 即 弹性 能 (15.4) 减 去 上 述 的 功 ) 对 瑟 的 导数 等 于 零 ,得 到 
ҺЕ? 
Ey 
相反 的 相关 性 质 ( 在 p 减 小 时 ,HH 增加) 表明 ,在 这 种 情形 下 , 挠 曲 状 态 是 不 稳 
ЕН). 由 公式 (15.7) 确 定 的 值 适 合 于 在 给 定 p 时 的 不 稳定 平衡 : 具有 较 大 
H 值 的 挠 曲 自发 的 增长 ,而 具有 较 小 吾 值 的 挠 曲 自发 的 减 小 (很 容易 验证 , 即 
在 式 (15.7) 相 应 于 最 大 值 时 ,而 总 自由 能 不 是 最 小 值 ). 存在 这 样 一 个 外 和 葵 
载 的 临界 值 p =p, ,超过 这 个 临界 值 后 ,其 至 壳 形状 的 一 点 小 变化 也 会 自发 的 
增加 . 可 以 估计 一 下 这 个 临界 值 ,把 它 作 为 公式 (15.7) 中 的 p 值 ,给 出 五 ~h， 
即 可 得 到 : 





(15.6) 





а. Jy. 


2 
р. ~ 5. (15.8) 


我 们 在 上 面 只 是 简单 而 综合 地 讲述 了 壳 的 理论 ,在 本 节 后 面 的 习题 中 附 有 
若干 简单 的 例题 . 


я м 
习题 1 试 导出 球 沉 (半径 尺 ) 对 称 形变 的 平衡 方程 ,对 称 轴 通 过 球 这 中 心 . 
解 :利用 球 坐 标 系 (坐标 原点 位 于 球 壳 中 心 ,而 极 轴 沿 着 形变 壳 的 对 称 轴 ) 
的 角 0,p 作为 党 面 上 的 二 维 坐 标 . 


设 P, 为 相对 于 壳 面 单位 面积 上 的 径 向 外 力 , 该 力 必 须 与 作用 在 壳 元 上 的 切 
向 应 力 之 径 向 合力 相抵 消 . 相应 的 条 件 记 为 : 
200, tc.) =P; GI) 
该 方程 精确 的 类 似 于 熟知 的 确定 两 种 介质 压力 差 ( 与 作用 在 分 界面 上 的 表面 张 
力 有 关 ) 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 
其 次 , 设 0.(6) 是 在 6=const 的 纬 线 圆 周 往 上 的 壳 面 上 作用 的 全 部 外 力 沿 
极 轴 (z 轴 ) 方 向 的 合力 . 该 力 必 须 与 作用 在 壳 面 同一 纬 线 圆 截面 2TRh sing 上 
的 应 力 在 z 轴 方向 的 投影 2mRhowsinb 484828. НК 
2TRh sin" 0 = 0,( 0). (2) 
由 方程 (1) 和 (2) 可 确定 应 力 分 布 , 然 后 按 如 下 公式 求 应 变 张 量 : 


68. ж-ж НИТЕ 


Um = (9 TTo), и = 


„„ =0. (3) 
最 后 ,位移 失 量 可 借助 于 下 面 的 方程 求 出 ; 


I уди, 
u «а s) н Ugs 


3 
R 
习题 2 ” 试 确定 圆 顶 向 上 放置 的 半球 党 在 自重 影响 下 的 形变 , 圆 项 的 边缘 
可 以 自由 的 沿 着 水 平 支 座 移动 (图 10). 


(u,cot 0 +и, ). (4) 





图 10 


解 :我 们 有 


P = -pghcos0， 0, = -2TR (1 - соз@ ) рав 
(@ .为 =ceonst 的 圆周 往 上 那 部 分 过 的 总 重 ). 由 式 (1) 和 (2) 求 出 





_ __ Кра а o) 
Tw ] +cos0' Ter Rpg 1 + cos0 Б 


ж. (3) и, иь, ЖЕНЯ (4) + и, 和 u (积分 第 一 个 方程 时 出 现 的 
常数 ,要 用 08=m/2 и, =0 来 确定 ) ,结果 得 到 : 


g = 


R`pg( Il+o)r cos0 
Е 


ет + ш(1 + со»0) | sing， 


и 了 g(1 to) [| Е EE sad Gas ln(1 + сов) |. 
н Е |l +0 


Ж Ө=п/2 时 ,u, 给 出 支 座 水 平 位 移 值 . 
习题 3 试 确定 具有 边缘 固定 , 圆 顶 朝 下 放置 的 半球 过 的 形变 ; 设 充 内 装 满 
液体 (图 11) ,而 与 液体 重量 相 比 , 完 体 本 身 的 
重量 可 以 忽略 . 
解 :我 们 有 
P, =pugRcosg， Р,=0, 





, 2TRR 
0. = 2mR | P cos0sin0d0 = — G — cos 0) 
0 


图 11 
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(po 是 液体 的 密度 ). 其 次 ,用 公式 (1) 和 (2) 求 出 
_Rpog (1 -eos'0) _R'pog ( — 1 + 3соѕ0 -2cos 0) 


С ов 3h sin” 0 w DN 3h sin” 
对 于 位 移 ,可 以 求 得 下 式 : 
ig R' род ( l +o) sine | cos 
L.” 3Eh 





+In(1 + cos0) | ; 


| + cos0 
R`? J £ . 
и, s EPEL одб + cos) – 1 +. 


Ж0=т/2 №, и 仍然 是 有 限 值 而 没有 化 为 零 ,而 它 必 须 为 零 . 这 就 意味 着 ,在 这 
体 的 固定 边缘 附近 ,实际 上 发 生 了 相当 大 的 弯曲 ,所 得 解答 已 经 变 为 不 再 适 
用 了 . 

习题 4 有 一 形 如 球 冠 的 党 , 它 的 自由 边缘 支 放 在 固定 的 支 台 上 (图 12), 
试 确定 在 自重 Q 作用 下 壳 的 挠 度 值 . 

解 :主要 形变 发 生 在 翻 卷 的 边缘 附 
近 ( 图 12 上 的 虚线 ). 此 时 ,位 移 u, і 
小 于 径 向 位 移 =5. ИЯ, 随 着 离开 
支撑 线 而 迅速 的 减 小 ,于 是 产生 的 形变 
就 可 以 当 作 长 度 为 2TRsina 的 平板 形变 
来 研究 ， 它 是 由 板 的 弯曲 形变 和 拉 伸 形 
变 组 成 的 . 板 上 每 一 点 的 相对 伸 长 等 于 
L/R(R 是 这 的 半径 ) ,因而 , 拉 伸 能 ( 单 юе 
位 体积 的 ) 为 EL*/2R* ,引入 一 个 距 支 撑 线 的 距离 x 作为 独立 变量 , 则 总 拉 伸 
能 为 





Ги = 2TRsina ral 


而 弯曲 能 为 





; hE dz 
p. sepaRáña — A „П аж 
о в |=. s 


将 和 下， = Е, +F, С ТЯ. 


dr 12(1-0’) 
a ss 
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当 x 一 % BJ 必须 趋 近 于 零 ; 而 当 x =0 时 ,必须 实现 力矩 等 于 零 的 边界 条 件 : 
{"=0. 弯曲 时 , 沉 面 的 法 向 力 与 相应 的 重力 分 量 相 等 的 条 件 : 
2TRsinaw ей = Осоза. 


满足 上 述 这 些 条 件 的 解 为 


式 中 


1/4 
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现在 我 们 来 研究 细 杆 的 形变 ， 这 种 情形 与 前 面 所 研究 过 的 各 种 问题 的 不 同 
之 处 是 : 即使 形变 很 小 ( 即 应 变 张 量 ui 很 小 ) ,位 移 矢量 & 也 可 能 很 大 . 譬如 ， 
细 长 杆 在 小 弯曲 时 ,甚至 杆 内 相 邻 点 的 相对 位 移 很 小 ,而 杆 两 端 在 空间 可 能 有 了 
相当 大 的 移动 . 

杆 的 某 些 部 分 能 够 伴随 发 生 较 大 位 移 的 形变 有 两 种 类 型 : 第 一 类 是 杆 的 这 
曲 ,第 二 类 是 杆 的 扭转 . 我们 首先 研究 第 二 种 情形 . 

扭转 形变 是 这 样 的 形变 : 即 在 形变 时 杆 仍然 是 直 的 ,但 是 杆 的 每 一 层 横 截 面 
与 位 于 它 底 下 的 横 截 面 之 间 相 对 的 转动 了 某 个 角度 . 如 果 杆 很 长 , 则 在 小 扭转 
时 ,相隔 足够 远 的 两 个 截面 彼此 之 间 也 能 够 转动 较 大 的 角度 . 杆 侧 表面 上 的 母 
线 ,形变 前 与 杆 轴 和 平行, 在 扭转 时 变 成 了 螺旋 的 形状 ， 

我 们 来 研究 任意 截面 的 细 直 杆 . 选取 坐标 系 , 使 z 轴 沿 着 杆 轴 ,坐标 原点 可 
以 取 在 杆 内 的 任何 一 点 . 引入 扭转 角 т 作为 杆 在 单位 长 度 上 的 旋转 角 . 这 就 是 
说 ,处 于 距离 为 dz 的 两 个 无 限 接近 的 横 截 面 , 彼 此 的 相对 旋转 角 为 dp = rdz( F 
是 7 = de/dz). 我 们 假设 扭转 形变 本 身 很 小 , 亦 即 杆 上 相 邻 部 分 的 相对 位 移 很 
小 . 这 个 条 件 就 是 当 沿 着 杆 长 度 的 距离 为 杆 的 横 截 面 尺 寸 尺 的 数量 级 时 ,两 截 
面 的 相对 旋转 角 很 小 , 亦 即 

TR <<! (16.1) 

现在 我 们 来 考察 在 坐标 原点 附近 不 长 的 一 段 杆 ,并 确定 其 中 各 点 的 位 移 u. 

选取 在 坐标 平面 xy 上 的 横 截 面 作为 没有 位 移 的 面 . 众所周知 ,在 径 矢 上 旋转 一 


”只 有 不 改变 杆 形 状 的 简单 拉 伸 是 个 例外 , 即 在 小 的 拉 伸 时 ,除了 张 量 и, СЕЛИ, Хин 
Нш ЛУ. 
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个 小 角 óe 时 ,其 端点 的 位 移 由 如 下 公式 确定 : 
ôr =ó@ x r (16.2) 
А бр 是 一 矢量 ,其 绝对 值 等 于 旋转 角 ,方向 与 旋转 轴 相 同 . 现在 的 情形 是 
绕 z 轴 旋转 ,并 且 对 于 坐标 为 z 的 点 相对 于 坐标 平面 xy 的 旋转 角 等 于 rz( 坐 标 
原点 附近 的 区 域 , 角 7 可 以 视 为 常量 ). 现在 ,由 公式 (16.2) 给 出 位 移 矢 量 的 
分 量 : 
и, = —Tzy, и, = zx. (16.3) 
一 般 来 说 ,在 扭转 时 , 杆 上 的 点 也 产生 沿 着 z 轴 的 位 移 . 因为 7=0 时 不 存在 
这 个 位 移 , 所 以 在 小 的 7 时 ,可 以 认为 治 z 轴 的 位 移 与 成 正比 . 于 是 
и, =ту(х,у), (16.4) 
у(х, у) Л х Му 的 函数 , 称 为 扭转 函数 ,因而 由 公式 (16.3) 和 (16.4) 描 述 
的 形变 是 这 样 的 形变 , 即 杆 的 每 一 个 横 截 面 绕 z 轴 旋转 ,同时 还 发 生 了 允 曲 形 
变 ,而 不 再 是 原来 的 平面 . 必须 指出 , 按 一 定 方式 在 xy 平面 选择 了 坐标 原点 ,就 
相当 于 我 们 把 杆 截 面 上 的 一 个 确定 点 "固定 " 住 了 ,所 以 它 就 不 能 在 这 个 平面 内 
移动 (但 是 ,可 以 沿 着 z 轴 移动 ). 自然 ,改变 坐标 原点 的 选择 ,不 会 影响 扭转 形 
变 本 身 ,而 只 是 引起 了 一 个 一 般 并 不 重要 的 整体 位 移 . 
知道 了 ww 之 后 就 可 以 求 出 应 变 张 量 的 分 量 . 因为 在 所 研究 的 区 域内 w 很 
小 ,所 以 可 以 利用 公式 


最 后 得 到 : 


а [= i +=). (16.5) 
ПЕ Жи, =0, 换 名 话说 ,扭转 并 不 伴随 体积 的 改变 , 亦 即 扭转 是 纯 剪 形变 . 
关于 应 力 张 量 的 分 量 ,我 们 得 到 : 
с. ==, =0,=0, 

с. = 2ри,, = =x) ‚ @,=2ми,, su| +a) (16.6) 
(在 这 里 ,利用 剪 切 模 量 jx KRE ERN o 比较 方便 ). 因为 只 有 go, 和 0o,. 不 为 零 ， 
所 以 ,一 般 平 衡 方程 a0w/9x =0 现在 归结 为 方程 
4—2 =0. (16.7) 


将 式 (16.6) 代 人 上 式 , 我 们 得 到 扭转 函数 应 该 满足 的 方程 : 
у? = (16.8) 
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APV 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 . 
但 是 ,更 为 方便 的 是 引用 另 一 个 辅助 函数 XxX(x*,y) 中 , 它 定 义 为 等 式 
о. =207 X, T,= -2pr X, (16.9) 
对 于 这 个 函数 ,在 杆 截面 的 周 线 上 可 获得 更 为 方便 的 边界 条 件 ( 见 后 面 )， 比较 
式 (16.9) 和 (16.6) ,得 到 


др _ x Woga 
I у *-2 5 (16.10) 


将 第 一 个 等 式 对 y 取 导 数 ,第 二 个 等 式 对 x 取 导 数 ,并 从 其 中 的 一 个 减 去 另 一 
个 , 即 得 到 关于 函数 x 的 方程 : 
Уу = -1. (16.11) 
为 了 确定 在 杆 的 表面 上 的 边界 条 件 ,我 们 注意 到 ,由 于 杆 细 长 ,在 侧 表面 上 
作用 的 外 力 远 小 于 发 生 在 杆 内 部 的 应 力 , 因 而 (在 寻求 边界 条 件 时 ) 可 以 令 其 等 
FẸ. 这 一 问题 详细 的 精确 分 析 类 似 于 我 们 在 研究 薄板 弯曲 时 已 经 做 过 的 那 
样 . 这 样 一 来 ,在 杆 的 侧 表面 上 应 有 oan =0. 由 于 z 轴 方向 与 杆 轴 一 致 ,所 以 
法 矢量 n 只 有 分 量 n,,n,. 因而 ,所 写 的 等 式 归 结 为 如 下 条 件 : 
С.п, tO N, =. 


将 式 (16.9) 代 人 上 式 , 得 到 


W. 4, _ 
ду ` дх 

但 是 , 杆 截 平面 边界 线 之 法 矢量 的 分 量 为 
_ Ях 
"а s aj 


AP х,у 是 边界 点 的 坐标 ; di 为 弧 元 .于 是 我 们 得 到 
Xar + dy =d =0, 


HJE y = const, 亦 即 在 截面 的 边界 上 X 是 常数 ， 因为 在 式 (16.9) 的 定义 中 ， 
ASIAT AŽ y 的 导数 ,很 明显 ,对 于 这 个 函数 可 以 增加 任意 的 和 常数， 因 
而 ,如 果 截 面 的 边界 是 单 连通 的 ,作为 方程 (16. 11) 的 边界 条 件 包 ,不 失 一 般 
性 ,可 以 令 

vað. (16. 12) 


© МН A ROR ER НЕЕ Л R С. 一 一 译 者 注 

国 ” 关 于 用 方程 (16.11) 和 边界 条 件 (16. 12) 确定 扭转 形变 的 问题 ,与 关于 用 方程 (14.9) 确 
定 平 面 薄 膜 承受 均匀 荷载 下 的 弯曲 形状 的 问题 ,两 者 在 形式 上 是 相同 的 ， 

我 们 注意 到 .同样 有 效 的 还 有 流体 力学 比拟 : 即 用 形 如 (16. 11) 的 方程 确定 黏 性 流体 沿 着 管 截面 的 
速度 v(x,y) 分 布 问题 ,边界 条 件 (16. 12 ) 相 当 于 在 固定 管 壁 上 > =0( 参 见 第 六 卷 ,$17). 
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在 多 连通 的 情形 下 ,在 每 一 个 形成 边界 的 闭合 曲线 上 ,x 具有 不 同 的 常数 值 . 
此 ,只 能 在 其 中 的 一 个 边界 曲线 上 ,例如 在 外 边 的 边界 (图 13 上 的 C,) 上 , 令 x 
EFE. 在 其 他 的 边界 上 ,x 的 值 由 位 移 单 值 条 件 
确定 (位 移 .=7w(x,y) 是 坐标 的 函数 ). 注意 到 扭 
转 函 数 y(xz,y) 的 单 值 性 , 则 它 的 微分 dy 在 闭路 周 
线 上 的 积分 必须 等 于 零 . 因此 ,借助 于 关系 式 
(16. 10) ,我 们 有 





Jo Дн.) 


= – 2$ Xay = Хал) 一 fxdy -ydx) = 0, 13 


或 
$ Xar == $: (16.13) 
дп 


式 中 NK/9n E PR х 沿边 界外 法 线 方向 的 导数 ,而 S 为 该 边界 线 所 包围 的 面积 . 
将 式 (16 .13) 应 用 于 每 一 个 闭合 曲线 C. ,C:,… ,我 们 即 得 到 待 求 的 条 件 . 
现在 来 确定 受 扭 转 杆 的 自由 能 . 对 于 单位 体积 的 自由 能 ,我 们 有 

р 24а 
将 式 (16.9) 代 入 上 式 , 得 

" POMA W з 2 

F =2ит [(>) "|| = 2рт (УХ), 
式 中 符号 Y 表 示 二 维 梯度 . 相对 于 单位 长 度 杆 的 扭转 能 ,可 由 上 式 遍 及 横 截面 
面积 的 积分 求 出 ,结果 等 于 Cr /2, 其 中 系数 C 为 


1 2 2 
С „Ч. T С ,.и,. ма 225 g + с,. ) P 


C = suf (vx) df, 


我 们 将 C 称 为 杆 的 抗 扭 刚度 . 杆 的 总 弹性 能 等 于 沿 其 长 度 的 积分 : 
Fu = z feras. (16. 14) 


将 式 C 中 的 (Vx) Я 
(VX) = Ç (XVX) -х УХ = У ° (y V x) +х, 
并 将 第 一 项 积分 变换 为 沿 杆 截面 的 闭路 周 线 积分 , 则 得 到 
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% 
С Audy а + 4u [xaf (16.15) 


如 果 截 面 的 边界 是 单 连 通 的 , 则 由 于 边界 条 件 y =0, 使 第 一 项 消失 ,上 式 变 为 
С = 4u [xdxdy. (16. 16) 


对 于 多 连通 的 边界 ( 见 图 13 ) ,在 外 周 线 С, EEx =0, 并 通过 x 表示 内 部 周 线 
C, Ех 值 ,借助 于 式 (16. 13 ) 我 们 得 到 


С = 4р У yis, + 4ujxdxdy (16.17) 
k 


(必须 指出 , 式 (16. 15 ) 中 的 第 一 项 积分 ,在 周 线 C, 上 按 正 向 取 积 分 ,而 在 周 线 
C, 上 按 反 向 取 积 分 ). 

现在 我 们 研究 扭转 中 最 普通 的 情形 ,就 是 杆 的 一 端 固定 不 动 而 外 力 仅 附加 
于 另 一 端 表面 的 情形 ,这些 外 力 只 使 杆 件 产生 扭转 ,而 没有 任何 其 它 的 形变 ( 例 
如 弯曲 形变 ). 换 句 话说 ,它们 组 成 了 某 个 环绕 固定 杆 杆 轴 的 力 偶 , 该 力 偶 矩 用 
М 表示 . 

很 自然 的 预想 到 ,在 这 种 情形 下 , 沿 杆 长 的 单位 长 度 扭 转角 7 是 个 常量 . 例 
如 ,从 平衡 时 杆 的 总 自由 能 为 最 小 值 的 条 件 即 可 以 确信 这 一 点 . 形变 杆 的 总 能 量 
等 于 Fs+U 之 和 ,其 中 ,U 为 由 外 力作 用 引起 的 势能 . 将 = 92/4: ЛА 
(16. 14) 并 对 ф 取 变 分 , 求 得 


1 аф\ de dó 
а ар = ы Фа зд = 
5 > [el га dz + 50 [с 12 04: + 8U = 0, 
或 进行 分 部 积分 ,得 
| dr 
一 C q 5edz + ôU + Стӧф = 0. 


上 式 左 边 的 最 后 一 项 ,是 积分 上 下 限 ( 即 杆 件 两 端面 处 ) 的 差 值 . 杆 的 一 端 , 比 
如 说 下 端 固定 ,因而 在 那里 sp =0. 至 于 说 到 势能 的 变 分 5U, 它 是 外 力 在 旋转 
角 др 上 做 的 功 ,但 取 相 反 符号 .由 一 般 力学 已 知 ,旋转 时 力 偶 的 功 ,等 于 旋转 
角 与 力 偶 矩 之 积 Мо. 因为 没有 任何 其 他 的 外 力 , 所 以 60 = - Мо, РЕЖ 
得 到 
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[с ра: + ap( -M+ Ст) = 0. (16. 18) 
在 左边 第 二 项 取 杆 的 上 限 值 . 在 对 dz 的 积分 中 , 变 分 sp 是 任意 的 ,因而 必须 使 
Сат/4: =0 , 亦 即 
T = const. (16.19) 
于 是 , 沿 着 杆 的 整个 长 度 ,单位 扭转 角 是 个 常 值 . 因此 ,上 端面 相对 于 下 端面 的 
总 旋转 角 等 于 单位 扭转 角 т 与 杆 长 ! 之 积 rl. 
方程 (16. 18) 中 的 第 二 项 ,同样 也 必须 等 于 零 . 由 此 得 到 常 扭转 角 的 如 下 表 
达 式 : 


(16. 20) 


习 题 
习题 1 试 确定 圆 截面 (半径 尺 ) 杆 的 抗 捍 刚度 . 
解 : 习 题 1] - 4 的 解 ,在 形式 上 与 塌 性 流体 在 同样 截面 管 里 运动 问题 的 解 是 
一 样 的 (参见 74 页 脚注 ). 流体 通过 管 截面 的 流量 Q 对 应 这 里 的 C. 
对 于 圆 截面 杆 (坐标 原点 在 截面 中 心 ) 我 们 有 
Y = — (m x – у?). 
j, іа. 9] №№: 
севе. 


FTAA y, 9 (16.10) #0 = сопзі. 但 是 ,按照 式 (16.4) ,常量 由 相当 于 杆 件 
整体 沿 z 轴 的 简单 位 移 , 因 此 可 以 认为 峭 =0. 因而 , 圆 杆 的 横 截 面 在 扭转 时 仍然 
保持 为 平面 . 

习题 2 AJAI PKA AMA FiA afb). 





解 : 抗 担 刚度 
3,3 
С = тр ар’ 
纵向 位 移 分 布 由 扭转 函数 给 出 如 下 : 
р? –-а? 
"Баа 
( A +f hh 25 h B] =). 


习题 3 F]3 38 1 ,但 截面 改 为 等 边 三 角形 ( 边 长 为 a) 的 形式. 
解 : 抗 扭 刚度 : 
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в 


= 309. 
扭转 函数 


p = уба 3 +y)(z Ó =y). 


同时 ,坐标 原点 选 在 三 角形 的 中 心 ,而 x* 轴 与 三 角形 中 的 一 个 高 重合 . 
习题 4 同 习题 1 ,但 杆 件 为 一 长 条 薄板 ( 宽 为 d, 厚 为 h, 却 h<<d). 
解 :这 一 问题 相当 于 黏 性 流体 在 两 个 平行 壁 板 之 间 的 流动 问题 ， 结果， 

шат 
С = s š 


习题 5 同 习 题 1, 但 杆 件 为 一 圆 管 ( 内 外 半径 分 别 为 尺 和 R.). 
RE: 74 


l 2 2 
x=- (Ё s= д ) 
(在 极 坐 标 中 ) 在 圆 管 截面 的 内 外 边界 上 满足 条 件 (16. 13) , 按 公式 (16. 17) 求 出 
С= Уи – К). 


习题 6 同 习题 1, 但 杆 件 为 任意 截面 的 薄 壁 管 . 

解 :由 于 管 壁 薄 ,可 以 认为 沿 着 壁 厚 户 ,函数 X 按 线性 规律 X=X1Y/h(y 为 沿 
壁 厚 的 坐标 ) 从 一 侧 的 零 变 到 另 一 侧 的 Xi， 于 是 ,由 条 件 (16. 13) y, L/h = 
5$, 其 中 了 是 管 截面 边界 线 的 长 度 , 而 S$ 是 边界 线 包 围 的 面积 ,在 表达 式 (16. 17) 
中 ,第 二 项 远 小 于 第 一 项 ,于 是 我 们 得 到 


若 把 管 沿 着 其 中 的 一 条 纵向 母线 前 开 , 则 抗 捏 刚度 急剧 下 降 , 变 为 (根据 习题 4 
的 结果 )C = nLh` /3. 
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杆 弯曲 时 ,一 些 地 方 受到 拉 伸 ,另外 一 些 地 方 受到 压缩 . 在 杆 弯曲 的 凸 起 一 
侧 的 纤维 拉 长 了 ,而 在 内 四 一 侧 的 纤维 缩短 了 . 如 同 薄板 的 情形 一 样 ,在 杆 的 内 
部 沿 着 杆 长 存在 一 个 “中 性 面 " ,在 中 性 面 上 , 既 不 发 生 拉 伸 也 不 发 生 压 缩 , 它 把 
杆 划分 为 压缩 区 域 和 拉 伸 区 域 . 

我 们 先 从 研究 一 小 段 杆 的 弯曲 形变 开始 ,可 以 认为 它 是 小 弯曲 . 在 这 里 对 
于 小 弯曲 的 理解 是 ,不 仅 应 变 张 量 是 小 的 ,而 且 杆 上 各 点 位 移 的 绝对 值 也 是 小 
的 . 我 们 这 样 选择 坐标 系 , 使 原点 在 所 研究 那 段 杆 的 中 性 面 上 ,z 轴 平 行 于 未 形 
变 的 杆 轴 , 设 弯曲 发 生 在 zx 平面 内 . 在 杆 的 小 弯曲 时 ,可 以 认为 弯曲 发 生 在 单 
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一 的 平面 内 ,这 与 下 面 微分 几何 中 熟知 的 结果 有 关 , 即 微 弯 的 曲线 对 于 平面 的 偏 
离 ( 称 为 曲线 的 挠 率 ) 与 曲率 相 比 较 是 高 阶 小 量 . 

类 似 于 板 弯 曲 和 杆 扭转 的 情形 ,在 细 杆 弯曲 时 ,作用 在 杆 件 侧 表面 上 的 外 力 
与 发 生 在 杆 件 内 部 的 应 力 相 比较 是 个 小 量 , 故 在 确定 边界 条 件 时 ,可 以 认为 这 个 
侧 表面 上 的 外 力 等 于 零 . 于 是 ,在 杆 的 全 部 侧 表面 上 有 oan =0, 又 因为 n. =0, 
所 以 

Tan, +o n, =0, 

令 i=y,z 可 写 出 另外 两 个 类 似 的 等 式 . 在 杆 件 横 截 面 的 边界 线 上 选择 这 样 的 
点 ,使 在 该 点 处 边界 的 法 矢量 n 平行 于 * 轴 , 另 一 个 这 样 的 点 在 对 面 边界 的 茶 
点 .在 这 两 点 上 m =0, 则 由 上 面 写 出 的 等 式 有 es =0. 但 是 ,因为 假设 村 本身 
很 细 ,如果 在 截面 的 两 边 o, 为 零 , 则 沿 着 整个 截面 它 也 是 小 的 ,所 以 可 以 在 整个 
Е о. =0. 用 类 似 的 分 析 方 法 使 我 们 确信 ,所 有 的 应 力 张 量 的 分 量 除了 o. 
外 全 都 等 于 零 . 换 句 话说 ,在 细 杆 弯曲 时 ,应 力 张 量 的 分 量 中 只 有 拉 伸 (或 压缩 ) 
的 分 量 是 比较 大 的 .只 有 应 力 张 量 之 分 量 c.. 不 为 零 的 形变 ,不 是 别 的 , 正 是 简 
单 拉 伸 或 简单 压缩 的 形变 ( $5). 这 样 一 来 ,在 每 一 个 弯曲 杆 的 体 元 内 都 是 发 生 
简单 拉 伸 (或 压缩 )， 自然 ,这 个 拉 伸 量 的 大 小 ,在 杆 的 每 一 个 横 截 面 上 的 不 同 点 
是 不 一 样 的 ,因此 整个 杆 会 发 生 弯 曲 . 

不 难 确定 杆 件 内 每 一 点 的 相对 伸 长 量 . 我 们 考虑 坐标 原点 附近 平行 杆 轴 方 
向 的 任 一 线 元 dz, 在 杆 弯曲 时 ,dz 的 长 度 有 所 改变 , 设 其 变 为 等 于 dz', 只 有 位 于 
中 性 面 上 的 单元 长 度 保持 不 变 . 设 R 为 坐标 原点 附近 中 性 面 的 曲率 半径 , 线 元 
dz 和 dz' 的 长 度 ,可 以 看 作 是 具有 相应 半径 为 RR 和 R+x 的 圆周 上 之 弧 元 的 长 
度 ,其 中 * 是 线 元 dz' 所 在 点 的 * 坐标 值 . 因此 


E 7. 5 x 
dz' = 下 == [1+] 4, 





于 是 ,相对 伸 长 等 于 
dz’ — dz 





dz 
另 一 方面 , 线 元 dz 的 相对 伸 长 等 于 应 变 张 量 的 分 量 u 因此 


x 


и. = —. (17.1) 

И 
现在 ,我 们 可 以 直接 利用 简单 拉 伸 时 存在 的 关系 式 о, = Eu, УН о. ЖЖ 
с. = 下 加 (17.2) 


直到 现在 为 止 ,关于 弯曲 杆 的 中 性 面 的 位 置 仍然 还 没有 确定 . 它 可 以 由 如 
下 的 条 件 来 确定 , 即 我 们 这 里 所 研究 的 形变 必须 是 纯 弯 曲 , 杆 没有 任何 总 的 拉 伸 
或 压缩 ,因此 作用 在 杆 横 截 面 上 的 应 力 之 合力 必须 等 于 零 ,也 就 是 遍及 横 截 面 面 
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积 取 的 积分 
Јем 
必须 等 于 零 , 因此 ,用 表达 式 (17.2) 代 替 这 里 的 o,, 则 导出 如 下 条 件 : 
fras = 0. (17.3) 


另 一 方面 ,可 以 引入 杆 截面 惯性 中 心 的 概念 , 它 与 相应 形状 均匀 平板 之 惯性 
中 心 的 公式 是 一 样 的 ,惯性 中 心 的 坐标 : 
far fras 
[и 应 
这 样 一 来 ,条 件 (17.3) 就 表示 在 原点 位 于 中 性 面 的 坐标 系 中 , 杆 截面 惯性 中 心 
的 x 坐标 等 于 零 . 换 句 话说 ,中 性 面 就 通过 杆 横 截 面 的 惯性 中 心 . 
应 变 张 量 之 分 量 , 除 了 wu, 不 等 于 零 外 ,还 有 两 个 分 量 也 不 等 于 零 ,因为 在 简 


AMPA и, =u, = -cu,. 知道 了 应 变 张 量 后 ,也 就 不 难 求 出 该 点 的 位 移 . 
我 们 写 出 


ди. х ди, ди, ах 

We ми № 
du, оди. g а.д g Ĉi, д, | 

д2 дх ду ox " ë Әу 


积分 这 组 方程 可 得 到 位 移 分 量 ,表达 式 如 下 : 


х2 


= —, 17. 4 
u=% (17.4) 


式 中 已 置 积分 常数 等 于 零 ,这 就 是 说 ,坐标 原点 已 经 在 空间 里 被 固定 住 . 
由 公式 (17.4) 可 见 , 位 于 横 截 面 = const=z 上 的 点 ,弯曲 后 都 处 在 下 面 给 
出 的 面 上 : 


= k. 2 2 _ 42 ро 
4. = P RL +o(x -у)], u,= -0 


x 
z =z +u, =al 1 +в) 


我 们 看 到 ,在 所 考虑 的 近似 程度 内 ,弯曲 后 的 截面 仍然 保持 为 平面 ,只 是 相对 于 
原来 的 初始 位 置 旋转 了 某 个 角度 . 但 是 ,截面 的 形状 已 经 改变 了 ,比如 和 矩形 ( 设 
边 长 为 a 和 5) 截面 杆 ,截面 边界 上 的 两 个 侧 边 (7 = +46/2) 在 弯曲 后 占据 了 下 面 
给 出 的 位 置 : 


亦 即 它 变 倾斜 了 ,但 仍然 是 直线 . 而 在 边界 的 上 下 边 (x = +a/2) 却 弯 成 了 抛物 
线形 状 ( 图 14): 
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х = ++, = и а +0 > |. 
杆 的 单位 体积 自由 能 为 
саш, _ Tals _ Ex 
2 2 IR 
它 遍 及 整个 横 截 面 的 积分 为 


2 ау, (17.5) 


此 式 即 是 弯曲 杆 在 单位 长 度 上 的 自由 能 . 式 “7 
中 的 曲率 半径 R 是 中 性 面 的 曲率 半径 ， 但 
是 ,由 于 杆 细 长 ,在 同样 的 精度 下 ,在 这 里 ， Ви 
就 可 以 把 弯曲 杆 本 身 看 作 是 一 条 没有 粗细 
的 曲线 (通常 称 为 弹性 曲线 ) ,并 简单 的 认为 就 是 弹性 曲线 的 曲率 半径 . 
在 表达 式 (17.5) 中 ,比较 方便 的 是 引入 杆 的 横 截 面 面 积 惯性 矩 的 概念 . 截 
面 所 在 平面 上 关于 y 轴 的 截面 惯性 矩 定义 为 积分 


I, = fear, (17.6) 


亦 即 , 类 似 于 一 般 力 学 中 转动 惯量 的 概念 ,其 不 同 之 处 只 不 过 是 这 里 用 面 元 df 
代替 了 质量 元 ,于 是 , 杆 的 单位 长 度 自由 能 可 以 写 为 
Е 
2?’ 
现在 我 们 再 来 确定 作用 在 杆 件 给 定 截面 上 的 应 力 之 力矩 (该 力矩 称 为 弯 
矩 )、 附 加 于 截面 面 元 /上 的 力 为 -df = Edf, ANER 2 9. CXF y 轴 的 
HA хо... 因此 ,关于 yy 轴 的 总 力矩 为 
М = В [qr = ВІ, 17. 8 
于 | g oa 
因而 ,弹性 曲线 的 曲率 1/R ЕВЕ E ИЕ ЗУ ЖЕ. 
BUEMI, 与 y 轴 在 截 平 面 上 的 方向 有 关 .， 比较 方便 的 办 法 是 像 通常 在 一 般 


力学 中 那样 ,用 两 个 所 谓 的 主 惯性 和 矩 来 表示 /如 果 9 fa y 轴 与 杆 截 面 的 一 
个 主 惯性 轴 的 夹 角 , 则 





(17.7) 


I, = l,cos 0 + 1,ѕіп?Ө, (17.9) 
式 中 1, LEERTE. 通过 z 轴 和 杆 截 面 主 惯性 轴 的 平面 称 为 弯曲 的 主 平 面 . 
例如 ,如 果 杆 截面 是 矩形 截面 ( 边 长 为 a 和 46) , 则 它 的 惯性 中 心 位 于 矩形 的 
中 心 ,而 主 惯性 轴 平 行 于 矩形 的 两 个 边 . ЕЖУ 
a`b ab` 


ai = (17. 10) 
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在 圆 截面 (半径 为 尺 ) 时 ,惯性 中 心 位 于 圆心 ,而 主 惯性 轴 的 方向 是 任意 的 线 截 
平面 上 通过 中 心 的 任何 轴 的 惯性 矩 都 等 于 
_ mR? 
= 





І (17.11) 
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在 上 一 节 中 ,我们 只 研究 了 沿 着 弯曲 杆 长 度 不 大 的 一 段 . 现在 转向 研究 整 
个 杆 的 形变 ,我 们 必须 首先 选择 一 个 描述 这 种 形变 的 适当 方式 . 实际 上 ,在 杆 经 
受 大 挠 度 弯 曲 时 由 ,一般 来 说 ,在 它 弯曲 的 同时 ,还 会 产生 某 种 扭转 形变 ,所 以 是 
由 纯 弯 曲 和 纯 扭 转 组 合 的 合成 形变 . 

为 了 描述 形变 ,比较 方便 的 是 按 下 述 方法 进行 , 即 把 整个 杆 划 分 为 一 系列 无 
限 小 的 单元 ,其 中 的 每 一 个 单元 都 是 从 杆 的 两 个 无 限 接近 的 横 截 面 切 取 下 来 的 . 
在 每 一 个 这 样 的 单元 中 引入 自己 的 &,n,t 坐标 系 ,坐标 轴 方 向 的 选择 是 这 样 的 ， 
在 杆 件 未 形变 时 所 有 的 坐标 系 都 彼此 平行 ,并 且 所 有 轴 的 方向 都 与 杆 轴 平 行 . 
在 杆 弯曲 时 ,每 一 个 单元 上 的 坐标 系 都 发 生 了 转动 ,并 且 ,一 般 来 说 ,不 同 的 单元 
转动 的 情况 也 不 一 样 . 每 两 个 无 限 邻 近 的 坐标 系 , 形 变 时 都 相互 转动 了 一 个 无 
限 小 的 角度 . 

В de 是 沿 杆 长 度 距离 为 di 的 两 个 坐标 系 相 对 旋转 的 角 矢 量 ( 众 所 周知 ,无 
限 小 的 旋转 角 可 以 看 作 是 沿 着 旋转 轴 方 向 的 一 个 矢量 , 它 的 三 个 分 量 是 绕 着 每 
个 坐标 轴 的 旋转 角 ). 

为 了 描述 形变 ,我 们 引入 矢量 

d 

2-7, (18.1) 
它 给 出 坐标 轴 沿 着 杆 长 的 旋转 "速度". 如果 形变 是 纯 扭 转 , 则 依次 旋转 的 坐标 
系 , 只 发 生 绕 杆 轴 即 绕 * 轴 的 旋转 . 因而 ,在 这 种 情形 下 ,矢量 22 的 方向 与 杆 轴 
同 向 , 它 不 是 别 的 , 正 是 我 们 在 8$16 已 经 应 用 过 的 扭转 角 т. 所 以 ,在 任意 形变 
的 一 般 情 形 下 ,与 此 相对 应 地 可 以 把 矢量 只 的 分 量 0, 称 为 扭转 角 ， 而 当 杆 在 
某 一 平面 内 做 纯 弯 曲 时 ,矢量 2 就 没有 分 量 (O, , 亦 即 每 一 点 的 矢量 @ 全 都 处 于 
én 平面 上 . 如 果 这 时 将 发 生 弯 曲 的 平面 选 作 辫 面 , 则 每 一 点 都 将 产生 环绕 了 7 轴 

的 旋转 , 亦 即 Q 的 方向 与 了 了 轴 的 方 回 相同 . 
这 里 简单 地 把 杆 看 作 弹 性 曲线 ,我 们 引入 单位 矢量 t, 其 方向 与 杆 相 切 . 


Ф 注意 ,这 里 的 大 找 度 弯曲 .我 们 指 的 是 这 样 的 形变 ,即位 移 和 撩 景 u 不 是 小 量 , 而 应 变 张 量 和 以 前 
一 样 , 仍 是 小 其. 
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导数 dt/di 称 为 曲线 的 曲率 矢量 , 它 的 绝对 值 等 于 1/R(R 为 曲率 半径 中) , 它 
的 方向 称 为 曲线 的 主 法 线 方向 .在 无 限 小 旋转 时 ,矢量 的 改变 等 于 旋转 角 矢 
量 与 单位 矢量 上 的 矢量 积 . 因此 ,弹性 曲线 上 无 限 邻 近 两 点 的 矢量 1 之 差 可 以 


写 为 : 


dt = dø xt, 
或 将 其 除 以 di: 
dt 
gr (18.2) 
再 用 上 矢量 乘 等 式 两 边 ,得 
Q=tx +u(t T (18.3) 


EE Неа ASAA ¿ ЗН E, е0 = 0,. 引入 单位 主 
法 矢量 n, 因 而 dt/dl = п/к, FÆ, (18.3) Я Я 


= + 10,. (18.4) 


右边 第 一 项 是 具有 两 个 分 量 0,,0, 的 矢量 .众所周知 ,单位 矢量 t x n 称 为 单位 
副 法 矢量 . 因而 ,分 量 2.,2, 就 组 成 一 个 矢量 ,其 方向 与 杆 的 副 法 线 方向 相同 ， 
绝对 值 等 于 曲率 17R. 

这 样 一 来 ,我 们 就 弄 清 楚 了 所 引入 的 矢量 O 描述 形变 的 性 质 ,就 可 以 导出 
弯曲 杆 的 弹性 自由 能 表达 式 . 弹性 能 (关于 单位 长 度 杆 的 ) 是 应 变 的 二 次 函数 ， 
在 当前 的 情形 下 ,是 矢量 Q 之 分 量 的 二 次 函数 . 不 难看 出 ,这 个 二 次 型 应 该 没 
有 与 2.2, 0,0, 成 比例 的 项 . 实际 上 ,由 于 整个 杆 沿 着 长 度 是 均匀 的 , 故 所 有 
的 量 ,特别 是 能 量 在 改变 ¢ 坐标 的 正方 向 ( 即 用 - ¿ 代 换 “) 时 不 应 该 有 所 变化 ， 
但 是 在 作 这 种 代 换 时 ,上 述 的 乘积 却 改变 了 自己 的 符号 . 

至 于 带 有 平方 项 的 位 , 则 必须 记 住 , 当 .Q. = 0, =0 时 ,涉及 的 是 纯 扭转 ,这 
时 的 能 量 表达 式 与 在 8 16 中 得 到 的 表达 式 应 该 是 一 致 的 . 这样 一 来 ,自由 能 的 
相应 项 具有 如 下 形式 : 


1а 
最 后 ,根据 表达 式 (17.7) 可 以 用 02,,0, 的 平方 项 写 出 小 弯曲 时 不 长 一 段 杆 
的 自由 能 . 假设 杆 件 只 受到 小 弯曲 ,并 将 弯曲 平面 选 作 总 平面 ,这 样 分 量 O, А 


失 ,同时 在 小 弯曲 时 也 不 存在 扭转 ， 在 这 种 情形 下 ,能 量 表达 式 应 该 与 式 (17.7) 
=: 


Ф Е Еу 53 £ B E: h Е m IJ li ОТА О. 这 个 挠 率 ( 我 们 不 引用 ) 不 应 
与 我 们 这 里 称 为 形变 的 扭转 相 混淆 ,后 者 是 绕 杆 轴 的 转动 ， 
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Е. 
但 是 ,我 们 看 到 ,1ZR: 恰好 是 平面 矢量 (24,2, ) 的 二 次 方 ,因此 能 量 应 该 具有 如 
FÉR: 


$1 J 
在 任意 选择 £ q 轴 时 ,这 个 表达 式 可 以 写 为 材料 力学 中 所 熟知 的 那 种 形式 : 
u, a. +21. 12,0; +lk), 


式 中 了 7,, ,171e 是 杆 截面 惯量 张 量 的 分 量 . 比较 方便 的 是 这 样 选择 #,m 轴 , 使 之 
与 杆 截面 主 惯性 轴 一 致 ,这 时 将 具有 简单 的 形式 : 


E 2 2 
> (Th) 


式 中 7 ,1 是 截面 主 惯性 矩 . 因为 2 #1 0, 的 系数 是 常数 ,所 以 得 到 的 表达 式 在 
大 挠 度 弯 曲 时 也 必然 成 立 . 

最 后 , 沿 着 整个 杆 积分 ,我们 最 终 得 到 关于 弯曲 杆 的 弹性 自由 能 的 如 下 表 
达 式 : 


з ПЕ. EE 
ға = ато 20 + со}. (18.5) 


下 面 ,我 们 通过 QO 来 表示 作用 在 杆 截面 上 的 力矩 . 这 并 不 难 做 到 ,只 需 
我 们 再 一 次 利用 前 面 对 于 纯 扭 转 和 小 纯 弯曲 所 得 到 的 结果 . 在 纯 扭转 时 ， 
相对 于 杆 轴 的 力矩 等 于 Ст. 由 此 断定 ,在 一 般 情形 下 ,关于 轴 的 力矩 M,， 
ЖМ, = CQ,. 另外 ,在 喜平 面 作 小 弯曲 时 ,相对 于 九 轴 的 力矩 为 E17R. 
但 是 ,在 这 样 的 弯曲 时 ,矢量 O 的 方向 是 沿 着 р 轴 方 向 的 ,所 以 1/R 自然 是 
它 的 绝对 值 ,因而 EL/R = E1,Q， 由 此 断定 ,在 一 般 情形 下 ,应 有 M, = 
El Q,.M, = E1,02,( 选择 截面 主 惯性 轴 为 8,n NB). 这 样 一 来 ,力矩 矢量 M 
的 分 量 分 别 为 





M,=ElLQ,, M,=ELnN,, М, =С0,. (18.6) 
弹性 能 (18. 5 ) 通 过 力矩 来 表示 ,有 如 下 形式 : 
М? M? M? 
prp £ Ma Мар 18.7 
i Hs "SER" 5] е 


弯曲 杆 的 最 重要 情形 是 小 挠 度 弯曲 .此 时 ,在 杆 的 整个 长 度 上 ,离开 它 初始 
位 置 的 偏离 与 杆 的 长 度 相 比 是 小 的 . 因此 在 这 种 情形 下 ,可 以 认为 不 存在 扭转 ， 
这 样 就 可 以 设 аг 4) 自 然 有 
dt 


Q= Tt xn = x 9 (18.8) 
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现在 我 们 引入 在 空间 固定 不 动 的 坐标 系 x,y,z( 代替 在 每 一 点 都 受 杆 约束 的 
МУЖЕ, п.) z 轴 沿 着 未 形变 的 杆 轴 . 用 X,Y 表示 杆 件 弹性 曲线 上 各 扣 
х,у 坐标 , 弹性 曲线 上 各 点 从 初始 状态 到 弯曲 状态 的 位 移 由 六 ,7 确定. 

因为 弯曲 小 , 切 和 拓 量 t+ 几乎 平行 = 轴 , 所 以 可 以 近似 地 认为 1 的 方向 沿 着 
z ÑH. 另外 ,单位 切 矢 量 等 于 曲线 上 点 的 径 矢 r 对 于 杆 长 的 导数 : 


dr 

кес 
于 是 ,我 们 有 

dr dr dr 

9% а’ de 
(对 于 杆 长 的 导数 可 以 近似 的 用 对 = 的 导数 代替 ). 特别 是 ,这 些 矢量 的 x 分 量 
M y 分 量 分 别 等 于 由 YXdz 和 d Y/dz. 在 具有 同样 精度 的 情形 下 ,分量 O, 和 
N, 现在 等 于 Q. 和 2, ,而 由 式 (18.8) 可 得 


和 _dxX 
= = (18.9) 
将 该 式 代 入 (18.5) ,我 们 得 到 如 下 形式 的 小 弯曲 杆 的 弹性 形变 能 : 
Е ФУ) d’ Xy? 
Е = А +1, =) a=. (18.10) 


注意 7 ,4 是 关于 *,y (Нд ЕЩЕ) BJ HEE. 
特别 是 ,对 于 圆 截面 杆 , =L= ,因此 被 积 函 数 表达 式 变 为 简单 的 二 次 导 
数 的 平方 和 ,在 所 考虑 的 近似 范围 内 ,可 近似 地 等 于 杆 曲率 的 平方 , 即 
ху" рау” 1 
(а) +08) =Z 
因此 ,公式 (18. 10) 可 以 自然 的 推广 到 未 形变 状态 (自然 状态 ) 是 任意 圆 形 截面 
的 非 直线 杆 ( 即 曲 杆 ) 的 小 弯曲 问题 . 对 此 , 应 将 弯曲 能 写 为 如 下 形式 : 


F sE L Lya, (18.11) 


式 中 R, 是 自然 状态 (未 形变 状态 ) 下 杆 上 任意 一 点 的 曲率 半径 。 照 理 , 这 一 
表达 式 , 在 未 形变 状态 (R= R,) 具 有 最 小 值 ,而 在 Кою Н УАД 
(18. 10). 
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我 们 现在 可 以 转向 弯曲 杆 平衡 方程 的 推导 .仍然 研究 用 两 个 无 限 接近 的 截 
面 切取 的 任意 一 个 无 限 小 杆 元 ,并 且 计 算 作 用 在 它 上 面 的 合力 . 我 们 用 下 表示 
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附加 在 杆 件 横 截面 面积 上 的 应 力 之 合力 D@, 该 力 矢 量 的 分 量 等 于 oo 遍及 截面 
面积 的 积分 : 


Е = fosst (19.1) 


如 果 把 两 个 无 限 接近 的 截面 作为 切取 杆 元 的 端面 , 则 在 上 端面 作用 的 力 为 Е + 
dF ,而 在 下 端面 作用 的 力 为 -F, 它 们 的 和 是 微分 АР. 其 次 , 设 天 是 作用 在 单位 
长 度 杆 上 的 外 力 ,于 是 在 杆 元 dl 上 作用 的 外 力 为 天 d!. 因而 ,作用 在 该 杆 元 上 的 
全 部 力 之 合力 为 dF + Ка. 在 平衡 时 这 个 力 必 须 等 于 零 . 这 样 一 来 ,我 们 就 
得 到 : 


- K. (19.2) 


BARER Е А pú By ЛА В F E RIGS. 设 М 是 作用 
在 杆 的 横 截 面 面 积 上 由 应 力 合 成 的 力矩 ,这 个 对 横 截 面 内 某 点 (坐标 原点 ) 所 取 
的 力矩 ,其 分 量 由 公式 (18.6) 确定 . 现在 来 计算 附加 于 所 给 杆 元 端面 上 某 点 
( 称 为 0 点) 的 合力 矩 . 这 时 ,在 上 端面 上 的 应 力 给 出 的 力矩 为 M + dM. 在 杆 元 
下 端面 上 的 应 力 对 0 点 之 力矩 ,由 该 应 力 对 下 端面 内 的 坐标 原点 (0' 点 ) 之 力 窍 
-M 和 作用 在 下 端面 上 的 力 -F 对 0 点 的 力矩 相 加 得 到 ,这 后 一 个 力矩 等 于 
( - 4/7) x( 一 dF), 其 中 dl 是 从 0' 到 0 之 间 的 杆 元 矢量 . 而 外 力 K 的 力矩 是 高 
阶 小 量 . 于 是 ,作用 在 杆 元 上 的 总 力矩 为 dM + dl x F. 在 平衡 时 , 它 必须 等 于 
零 , 即 

dM + di x F =0. 

将 该 等 式 除 以 由, 并 代 以 9/4 =t,t 是 杆 ( 现 在 把 它 看 作曲 线 ) 的 单位 切 矢量 ,我 
们 得 到 如 下 方程 : 


—— = F Xt (19.3) 
с 


方程 (19.2) 和 (19.3) 就 是 杆 在 任何 形式 弯曲 时 的 完全 平衡 方程 组 . 
如 果 作 用 在 杆 上 的 外 力 是 通常 所 说 的 集中 力 , 亦 即 外 力 仅 仅 附 加 在 杆 上 一 
些 个 别 的 孤立 点 上 , 则 在 附加 力 点 之 间 那 部 分 杆 段 上 平衡 方程 明显 的 被 简化 了 . 
由 式 (19.2), 当 =0 时 ,我 们 有 
F = const. (19.4) 
即 沿 着 作用 力 之 间 的 任 一 杆 段 的 杆 长 ,内 力 都 是 常 值 , 它 由 作用 在 1 点 与 2 点 上 
的 两 个 力 之 差 Е, -Е, 来 确定 , 即 


Q) 用 三 表 示 力 并 不 会 与 自由 能 相 混 消 ,在 下 面 的 $ 19 一 21 ,我 们 将 不 利用 自由 能 . 
@ 亦 称 为 该 横 截 面 上 的 内 力 , 其 分 量 是 : 垂直 于 横 截 面 的 轴 力 ,和 位 于 横 截 面 上 的 剪 力 (通常 将 其 
分 解 为 两 个 相互 正 交 的 剪 力 )， 一 一 详 者 注 
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F -Р, = = ZK, (19.5) 

式 中 的 求 和 是 指 对 附加 在 1 点 与 2 点 之 间 的 杆 段 上 的 所 有 外 力求 和 . 注意 ,在 
2: Е, -Е, 中 ,2 点 离开 杆 长 ( 即 弧 长 1) 的 起 算 点 比 1 点 更 远 这 一 点 在 确定 等 
式 (19.5) 的 符号 时 是 很 重要 的 . 特别 是 ,如 果 在 杆 上 总 共 只 有 一 个 集中 力 f 附 
加 在 杆 的 自由 端 , 则 F 沿 着 整个 杆 长 是 常 值 ,并 等 于 大 

第 二 个 平衡 方程 (19.3) 也 可 以 简化 . 将 式 中 的 1 写 为 1=dl/dli=dr/di( 其 
中 rr 是 从 某 给 定点 到 杆 上 任意 点 的 径 矢 ) 并 积分 ,由 于 下 是 常 值 ,我 们 得 到 

М =Ехг + const. (19.6) 

如 果 连 这 样 的 集中 力也 不 存在 , 杆 的 弯曲 是 由 于 附加 集中 力矩 ( 即 集 中 力 
偶 ) 的 作用 产生 的 , 则 在 沿 着 杆 的 整个 长 度 上 ,F = const; 而 在 附加 集中 力 偶 的 点 
上 M 发 生 突变 ,其 值 等 于 它 的 力矩. 

其 次 ,我 们 来 研究 关于 弯曲 杆 两 端的 边界 条 件 问 题 . 在 这 里 ,可 以 提出 几 种 
不 同 的 情况 . 

如 果 杆 端 不 可 能 发 生 任何 的 位 移 (不 论 是 纵向 的 ,还 是 横向 的 ) ,同时 也 
不 能 有 方向 ( 杆 端的 切线 方向 ) 的 改变 , 则 称 为 固定 端 ( 见 第 51 页 之 
图 4(a) ). 在 这 种 情形 下 ,边界 条 件 包 括 给 定 杆 端 坐标 (位 移 ) 和 单位 切 失 量 t 
( 转角) 而 固定 点 处 ,由 支 座 给 杆 端的 反作用 力 和 反作用 力矩 要 在 解 方程 的 
结果 中 确定 . 

相反 的 情形 是 杆 的 自由 端 . 在 这 种 情形 下 , 杆 端的 坐标 和 方向 都 是 任意 的 ， 
边界 条 件 是 在 杆 端 上 的 力 FAJE M ЖФ. 

如 果 杆 端 是 固定 球 铵 包 , 则 它 不 能 发 生 任何 的 位 移 , 但 是 , 它 的 方向 不 是 给 
定 的 .作用 在 这 样 可 以 自由 转动 一 端 上 的 力矩 必须 为 零 . 

最 后 ,如果 杆 支承 在 支 座 的 若干 个 点 上 (图 4(b)), 则 它 可 以 沿 着 这 些 
点 滑动 ,但 是 它 不 能 发 生 横向 位 移 ， 在 这 种 情形 下 ,t 的 方向 和 支点 沿 杆 长 
的 位 置 都 是 不 定 的 . 由 于 杆 可 以 自由 转动 , 故 在 支点 上 的 力矩 必须 等 于 零 ， 
而 在 这 些 点 上 , 力 正 必须 垂直 于 杆 , 力 的 纵向 分 量 使 杆 在 支点 上 引起 进一步 
的 滑动 . 

不 难 用 类 似 的 方法 ,建立 杆 在 其 它 固定 方式 时 的 边界 条 件 . 这 个 问题 ,我们 
到 此 为 止 , 只 局 限于 导出 的 几 个 典型 例子 . 

在 上 一 节 开 始 就 已 经 指出 ,任意 截面 杆 的 大 挠 度 弯曲 ,即使 对 杆 没 有 外 加 任 
何 扭矩 ,一 般 来 说 , 杆 也 会 同时 伴随 有 扭转 发 生 . 但 是 , 杆 在 主 平面 内 的 弯曲 是 


O 如果 在 自由 端 附加 集中 力 了 , 则 边界 条 件 将 不 再 是 下 =0, 而 是 F =f. 
名 ”这 样 的 固定 方式 通常 称 为 "固定 贸 支 " ,下 一 段 讲 的 是 "可 动 匀 支 ",“ 匀 支 "也 称 为 * 简 支 " ,而 上 
一 段 讲 的 固定 端 就 是 所 谓 的 " 固 支 ”. 一 一 译 者 注 
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个 例外 ,在 这 样 的 寄 曲 时 ,不 会 产生 扭转 ， 对 于 圆 截 面 杆 ,无 论 什么 样 的 弯曲 ,都 
不 会 伴随 有 扭转 发 生 ( 当然 ,如 果 没 有 外 加 扭矩 的 话 ). 在 此 可 以 说 明 如 下 : H 
转 可 由 矢量 @ 的 分 量 О, = Q t 确 定 , 我 们 计算 它 对 杆 长 的 导数 ,并 注意 到 02, = 
M.A/C, 对 此 我 们 可 以 写 出 : 


d _ dO, ам . „dt 

CN SP s 1 t+M FT 
将 式 (19.3) 代 入 上 式 , 这 时 第 一 项 化 为 零 ,于 是 
T 


对 于 圆 截面 杆 ,/ =/, =, НА, № (18.3) Ж1( 18.6) в] $ М 写 为 
dt 


М = Elt x ~j + tC, (19.7) 
在 乘 以 dt/d1 时 ,右边 两 项 得 零 ,于 是 40,/d1 =0, 由 此 
N, = const. (19.8) 


亦 即 , 沿 杆 长 扭转 角 为 常量 . 如 果 在 杆 端 部 没有 附加 扭矩 , 则 在 端 部 00, 等 于 零 . 
因此 ,在 杆 的 整个 长 度 上 都 没有 发 生 扭 转 . 
这 样 一 来 ,对 于 圆 截面 杆 ,在 纯 弯 曲 时 ,可 以 写 出 
dt dr dr 


M = Et Кая: (19.9) 
将 该 表达 式 代 入 式 (19.3) 即 导出 圆 截面 杆 纯 弯 曲 的 方程 式 : 
е 
2] 题 


习题 1 设 有 一 圆 截面 杆 (弹性 棒 ) ,对 它 附 加 集中 力 , 使 杆 在 一 个 平面 内 作 
大 挠 度 弯曲 , 试 导出 确定 杆 形状 问题 的 积分 . 

解 :我 们 来 研究 加 力 点 之 间 的 一 杆 段 , 在 这 样 的 杆 段 里 不 =const， 选择 弯曲 
平面 作为 xy 平面 ,而 y 轴 平 行 于 力 Е. 引入 杆 的 切线 与 y 轴 的 夹 角 9, 于 是 ， 
Чх/ 41 =sin0,dy/dl = cos0 „$ Ф х,у 为 杆 上 点 的 坐标 Е & (19.10) ЖАЖА 
积 , 我 们 得 到 关于 9( 作为 颖 长 1 的 函数 ) 的 方程 ; 

IE 0 _ psing =0. 
аг 
取 一 次 积分 得 出 
sÍ" 


= | + Рсо80 = с, 
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ПЕ 
l=+ [< | ——————— + l 
2 | \/ ci — Есозд Ë А. 
函数 9(1) 可 以 由 此 通过 椭圆 积分 表示 . 坐标 x = singdi,y = |eos6d1, 于 是 我 们 
得 到 : 
х = =$ V2IE /ci – Fcos@ + const, 


y = + [E fpe + const, (2) 
2 a/c, — Есозд 
式 (19.9) 中 的 力矩 M ,方向 沿 着 z 轴 , 值 为 
d 
М = IE ЗГ 


习题 2 设 有 一 杆 , 一 端 夹 紧 ( 固 支 ) ,而 另 一 端 为 自由 端 ,在 端点 附加 力 耻 ， 
其 方向 垂直 于 未 形变 的 直 杆 . 试 确定 杆 受 到 大 
挠 度 弯 曲 时 的 形状 (图 15). 

解 :在 杆 的 整个 长 度 上 ,已 =const = ў. 在 固 
&ж%(1=0) ,0=т/2; 而 在 自由 端 (1 = 了 上 ,其 中 也 
为 杆 长 ) ,M =0, 8 0' =0. 引用 记号 b =0(L), 
在 式 (1) 中 有 cl =/со50,, Р 





W 0 
i = у — аасааенен, 
271 в ^/ cos0, — cos0 


由 此 得 到 确定 0, 的 方程 : 


= JE -11 图 15 
2f 1 в r - — cos 


杆 的 形状 由 如 下 公式 确定 : 


= „/ cos, — ,/ cos0, - соѕ0 ) ， 


-JE cos0d0 
. 27), `/созв» — с080 

习题 3 同 习题 2, 但 力 f 加 于 自由 端 并 平行 于 未 形变 时 的 杆 长 . 

解 :我 们 有 F= -f 坐标 轴 的 选取 ,表示 在 图 16 上 ). 边界 条 件 : 1 =0 时 ， 
9=0; 1=L 时 ,0'=0. 我 们 有 


=s Pil d0 
2/10 /cos0 - cos, i 


88. 第 二 章 ” 杆 和 板 的 平衡 





式 中 的 0 由 1(0,) =LA. 对 于 x 和 TY, 我们 
得 到 : 


%5 Fi V1 - созӣ, — Vcosb — cos, ) , 
Е Ef 一 osteb 
2720 Гео» — cos, 


EREE h,o <<1, 因 而 可 以 写 为 


= |р а, 
fi JEF ENT 
亦 即 ,9, 没有 在 这 一 关系 式 中 出 现 . 这 就 表明 ， 
与 $21 习题 3 的 结果 是 一 致 的 : 上 述 的 解 ,只 
Ж 2 т IE/(4L ) 时 , 即 失 去 直线 形状 的 稳定 性 之 后 才 存 在 . 

习题 4 同 习题 2, 但 是 , 杆 的 两 端 支承 在 支 座 上 ,而 在 杆 的 中 点 附加 力 f , A 
支点 间 的 距离 为 上. 

解 :坐标 轴 的 选择 见 图 17, 在 AB 段 和 BC 段 上 力 下 均 为 常量 ,并 且 在 支点 4 
和 C 处 它们 都 与 杆 垂直 , 在 4B 段 和 BC 段 上 力 下 的 差 值 等 于 f 由 此 断定 ,在 
АВ 段 Езтб, = -f/f/2, 其 中 ,0 为 y 轴 与 AC 线 的 夹 角 . 在 点 A(1=0) 处 的 条 件 : 
0=7T/2 和 及 =0, 即 9' =0. 于 是 ,在 AB 段 有 








图 16 





Ў 1/2 „т/2 а 
l = [ sina, |. к 


1⁄2 


x = 2( singueosg| š 


1⁄2 


y = (Esing) [7 Veos6a6 


Я 0, 由 曲线 AB 在 直线 AC 上 的 投影 必 
须 等 于 Lo]2 的 条 件 确定 ,由 此 可 得 
1⁄2 m2 cos(0 — 0, 

25 = (ча j. — F 
当 0, 的 某 些 确定 值 在 0 和 7/2 之 间 时 ， 
导数 df/d0,( 其 中 /被 看 作 是 b аж) 

ЖЖЖЖ. 当 0, 进一步 减 小 , 亦 即 挠 度 增加 时 ,对 应 的 了 将 减 小 . 这 就 是 说 ， 

所 求 的 解 是 不 稳定 的 , 杆 在 两 个 支 座 之 间 “ 崩 溃 ” 了 ， 

习题 $ 试 推导 空间 大 挠 度 弯曲 杆 承 受 集中 力作 用 问题 的 积分 . 
解 :我 们 研究 两 个 加 力 点 之 间 的 杆 段 ,在 这 段 村 上 ,下 =eonst 对 式 (19. 10) 

积分 ,我 们 得 到 





0. 
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dr d'r 
BT Wr (1) 


上 式 将 积分 常数 写 为 矢量 形式 c 正 ,其 方向 与 已 相同 ,这 是 因为 适当 的 选择 坐标 
原点 , 亦 即 对 增加 某 个 常 矢量 ,可 以 消除 与 径直 的 附加 矢量 .将 式 (1) 分 别 
按 标量 积 和 矢量 积 磁 以 r'( 扩 号 ' 表 示 对 1 取 导 数 ), 并 注意 到 1".*r ”=0( 因 为 
r° =1) 8р #] 

F- (гхг’) +сЕ +г’=0, Е =(ЕРхг) хг +сЕ хг". 
其 分 量 (z 轴 选 为 下 方向) 为 

(ху’- ух’) +62'=0, Elz = -F(xx' +5’). 

在 这 些 方程 中 引入 柱 坐 标 r,p,z, 则 得 


rp’ +e =0, ЕЁ" = – Frr'. (2) 
由 第 二 个 方程 得 
ra P ta ER 
= 50А -г), (3) 


式 中 4 为 常数 ， 联 合式 (2) 和 (3) 以 及 恒等式 


Е yg 2 
г" Фа = 





我 们 得 到 
rdr 1 F° 2 2 ай" 
= y 一 古人 ааа т ")(A- Ë 
= ту, G(r) ин) WE 
然后 由 (2) 和 (3) 求 得 


_ Е Г(А-Г)г 
: =] a W 


= SË á = Py 
ТПП retry 





该 式 给 出 了 弯曲 杆 的 形状 . 

习题 6 ”有 一 圆规 面 杆 受到 捏 转 ( 单 位 捏 转角 为 T) 并 弯曲 成 为 螺旋 线 的 形 
Ж. 试 确定 为 了 维持 这 样 的 状态 在 杆 的 端 部 需要 附加 的 力 和 力矩. 

解 : 设 尺 为 圆柱 的 半径 ,在 圆柱 的 表面 上 有 螺旋 线 ( 取 z 轴 沿 圆柱 轴 ) ,a 为 
螺旋 线 的 切线 与 重 直 于 z 轴 的 平面 之 间 的 夹 角 ,螺旋 线 的 螺 距 与 a 和 尺 的 关 
Ё A h=2vmRtana. 螺旋 线 方 程 : 

x=Reosp, y=Rsing, 2 = ФКіапа 
(pg 是 围绕 z 轴 的 旋转 角 ). 弧 元 的 长 度 dl = Ваф/соза. 将 这 些 表 达 式 代入 式 
(19.7) ,计算 出 矢量 M 的 分 量 , 然 后 按 公 式 (19.3) 即 可 求 出 力 (党 着 整个 杆 
长 是 常量 ). 最 后 ,我 们 得 到 力 下 ,其 方向 沿 着 z 轴 ,大 小 等 于 
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sing EI 2 è 
— —5с05 азта. 


Е = Е = 
2 Ст = R 





力矩 M 沿 z 轴 的 分 量 : 
М, = Crsina сова, 


而 分 量 M. ,其 方向 在 杆 的 任 一 点 上 都 与 圆柱 横 截 面 圆 周 相 切 ,并 且 М, = ЕК. 
习题 7 试 确定 两 点 之 间 是 挂 的 柔 索 在 重力 场 中 的 形状 (对 于 和 柔 索 ,与 抗 拉 
强度 相 比 , 抗 弯 强度 可 以 忽略 ). 
解 : 将 柔 索 所 在 的 平面 选 作 xy 平面 ,并 使 y 轴 的 方向 铅 重 向 下 ， 因为 M 5 
El 成 比例 ,所 以 在 方程 (19.3) 中 可 以 忽略 4М/4 М, Я Ех! =0 , Pp # # £ % 
任意 一 点 上 ,下 与 上 的 方向 相同 ,并 且 可 以 写 为 下 = 三 方程 (19.2) 现 在 给 出 下 


面 的 形式 : 
а(х o d/p- 
(Ра) =0， dl Ра = 


(q 是 柔 索 单位 长 度 的 重量 ). 由 此 得 到 


+Z F= Ve +9 ,这样 即 有 
dx _ A dy i 
d Jar di А +f 
(其 中 4=c/g) 积 分 上 式 ,得 出 








x = Aarsinh L, y= VA +Г. 
由 此 
у = Acosh T 


亦 即 , 柔 索 的 形状 是 一 条 号 链 线 ， 坐 标 原点 和 常数 A 的 选择 ,取决 于 曲线 必须 通 
过 的 两 个 给 定点 和 具有 给 定 的 长 度 . 
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在 实际 中 ,最 重要 的 情形 是 杆 的 小 挠 度 弯 曲 , 它 使 平衡 方程 极 大 的 简化 了 . 
如 果 杆 切 线 方向 的 单位 矢量 + 沿 着 杆 长 缓慢 的 变化 , 即 导数 dt/dl 很 小 ,就 是 所 
Я К) 8 ВЕ ЗУ НН. 换 句 话说 ,小 挠 度 弯 曲 就 是 弯曲 杆 上 每 一 点 的 曲率 半径 必须 
远 远大 于 杆 长 . 实际 上 ,这 个 条 件 与 要 求 杆 的 横向 挠 度 远 小 于 杆 的 长 度 是 一 致 
的 .我们 着重 指出 ,此 时 , 决 不 是 要 求 挠 度 比 杆 的 厚度 小 ,这 在 板 的 小 挠 度 弯 曲 
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近似 理论 中 是 必须 要 求 的 ,已 经 在 $ 11 一 12 中 论述 过 也. 
将 式 (19.3) 对 长 度 求 导 ,得 到 : 





а dl аг (40.1) 
第 二 项 含有 小 量 时, 它 通常 ( 某 些 特殊 情形 除外 ,这 些 将 在 后 面 讲述 ) 是 可 以 忽 
略 的 .在 第 一 项 里 ,将 dF/dl = - K 代入 式 中 , 即 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 





dM _ 
aP = ts E. (20.2) 
我 们 将 该 方程 写 为 分 量 形式 ,为 此 ,将 式 (18.6) 和 (18.9) 代 入 , 则 得 
М, = -ElY, M,=EI,X", М, =0 (20.3) 


( 式 中 的 撤 号 ' 表 示 对 с 取 导 数 ). 可 以 认为 单位 矢量 1 的 方向 与 z 轴 方 向 相同 . 
于 是 ,我们 得 到 
Е.Х" =K,=0, Е," -К, =0. (20.4) 
ИЕТ X # Y 与 z 的 关系 , 即 小 挠 度 弯 曲 杆 的 形状 , 
作用 在 杆 横 截 面 上 的 内 力 正 ,同样 可 以 用 和 和 了 的 导数 来 表示 将 式 
(20.3) 代 入 (19.3) ,得 到 
Г = -ЕІ,Х", Е, = – ЕІ, 1". (20. 5) 
我 们 知道 ,二 阶 导数 确定 的 是 由 应 力 合 成 的 力矩 ,而 三 阶 导数 确定 的 是 力 , 式 
(20.5) 表 示 的 力 称 为 剪 力 ， 如果 弯曲 是 由 集中 力 产生 的 , 则 在 沿 着 附加 力 点 之 
间 的 每 一 个 杆 段 上 ,前 力 是 个 常 值 ,而 在 每 一 个 附加 力 的 点 上 前 力 发 生 了 突变 ， 
其 突变 值 等 于 附加 的 外 力 . BE El, 和 El, 分 别称 为 杆 在 主 平面 xz 和 yz Е НЗ 
МИ. 
如 果 附加 于 杆 的 外 力作 用 在 同一 个 平面 内 , 则 杆 的 弯曲 也 发 生 在 同一 个 平 
ШИ. 但 是 ,在 一 般 情形 下 ,这 两 个 平面 彼此 并 不 重合 ,可 以 很 容易 的 求 出 它们 


Q 我 们 没有 全 面 并 述 在 未 形变 的 自然 状态 下 已 有 弯曲 形状 杆 件 ( 即 曲 杆 ) 的 复杂 弯曲 理论 ( 曲 杆 膏 
曲 的 内 容 , 这 里 仅 限 于 本 节 习 题 8 和 习题 9 的 简单 例题 ). 

2 НШ 

DX"” - К, =0 (20.4а) 

的 方程 也 可 以 描述 薄板 弯曲 的 某 种 极限 情形 . ВЕ СЛ К № a M b, Б h) УЖ a (у 270) Ш, 
СМ ИУ. 在 任意 a 和 4 的 一 般 情形 下 ,为 了 确定 弯曲 ,必须 应 用 二 维 方 
程 (12.5) 及 板 在 国定 边 上 和 自由 边 上 的 边界 条 件 ， 在 a >> b 的 极限 情形 下 ,可 以 认为 沿 着 7 轴 形 变 是 均 
名 的 .这 时 ,二 维 平衡 方程 变 为 式 (20. 4a) 的 形式 ,在 弯曲 时 起 刚度 作用 的 量 是 
z Eh'a 
EY 
而 方程 (20. 4a) 应 用 于 相反 的 极限 情形 是 a <<5, 这 时 的 板 可 以 看 作 是 长 度 为 b 并 具有 和 狭 矩 形 截面 (矩形 
截面 的 边 为 a 和 4) 的 杆 , 但 是 ,这 时 的 弯曲 刚度 由 另外 的 表达 式 确定 , 即 D = El, = Eh а/12. 


D 
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之 间 的 夹 角 . 如 果 a 是 力 的 作用 平面 与 第 一 个 弯曲 主 平面 (xz 平 面 ) 的 夹 角 , 则 
平衡 方程 具有 如 下 形式 : 

т _ COSA m _ Sing 

X Е Y a" 
MW 4 y FE WJ PC K A h 09 ТАЮ ХУНА, ЭЕ В. 


l, 
y = x р am 
弯曲 平面 与 心平 面 之 间 的 夹 角 9 由 下 面 的 等 式 确定 : 
tan0 = tana. (20.6) 


对 于 圆 截面 杆 ,1, = 上 ,a =9, 亦 即 弯 曲 发 生 在 力 的 作用 平面 内 对 于 任意 截面 
杆 , 当 a =0, 亦 即 力 作用 在 主 平面 上 时 ,上 面 的 结论 同样 是 正确 的 . 对 于 挠 度 ， 
其 绝对 值 
5=VX +Y 
满足 下 面 的 方程 : 
11, 
剪 力 下 与 天 位 于 同一 个 平面 内 ,其 大 小 为 
F = – ЕЦ". (20.8) 
这 里 的 了 是 杆 的 “等 效 " 截 面 惯 性 矩 . 
我 们 以 显 式 形式 写 出 小 挠 度 弯曲 杆 平衡 方程 的 边界 条 件 . 如 果 杆 端 固定 ， 
则 此 处 必须 是 和 =Y=0, 同 时 ,也 不 能 有 方向 的 改变 , 亦 即 必须 是 X = У =0. 这 
样 一 来 ,在 杆 的 固定 端 ,必须 满足 如 下 的 边界 条 件 : 
X=Y=0, X'=Y'=0. (20.9) 
在 支点 处 的 反作用 力 和 反作用 力矩 ,根据 已 知 的 解 分 别 由 公式 (20.5) 和 (20.3) 
确定 . 
当 杆 的 弯曲 足够 小 时 ,将 杆 的 端 部 固定 在 贸 上 和 支承 在 一 点 上 ,两 者 在 边界 
条 件 方面 是 等 价 的 . 实际 上 ,在 后 者 的 情形 下 ,在 小 找 度 弯曲 时 , 杆 在 支点 的 纵 
向 位 移 与 横向 挠 度 相 比 是 二 阶 小 量 ,因此 可 以 认为 它 等 于 零 . 在 这 两 种 情形 下 ， 
由 横向 位 移 和 力矩 为 零 给 出 边界 条 件 : 
X=Y=0, Х"= ү" =0. (20. 10) 
在 支点 处 , 杆 端的 方向 和 反作用 力 需 在 求解 方程 的 结果 中 确定 . 
最 后 ,在 自由 端 上 , 力 F 和 力矩 M 必须 为 零 . 根据 式 (20.3) 和 (20. 5 ) 得 到 
边界 条 件 : 


Be a K. fs (20.7) 


Х"= ү =0, A (20.11) 
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(ARE А ВН 30 Ë ЛИ E rB 7), № F 必须 等 于 该 力 , 而 不 再 为 零 ). 

不 难 将 方程 (20.4) 推 广 到 变 截面 杆 的 情形 ,对 于 这 样 的 杆 ,惯性 矩 故 a I, 
是 z 的 函数 .以 前 用 来 确定 杆 中 任意 给 定 截面 上 的 力矩 公式 (20. 3) 仍 然 是 正确 
的 . 现在 把 它 代 入 式 (20.2) , 则 得 到 方程 








а /, ФУ гр. ах 
и l — | =K., БВ. i 
| а) K, E| аз К. (20. 12) 
APH 1, 和 五 , 决 不 能 提 到 导数 符号 前 面 去 . 对 于 前 力 ,我 们 有 
се „к Ч 
Eg -EE z): F, = Е" JZ): (20. 13) 


让 我 们 回 到 方程 (20. 1 ) ,当时 在 等 式 右边 第 二 项 所 作 的 忽略 ,看 来 在 某 些 
情形 ,甚至 在 小 挠 度 弯曲 时 也 可 能 是 不 合适 的 . 当 沿 着 杆 长 作用 很 大 的 内 力 , 即 
F, 很 大 时 便 是 这 种 情况 . 这 样 大 的 内 力 ,通常 是 由 于 在 杆 端 附加 很 强 的 拉力 引 
起 的 . 用 F, = 了 表示 沿 着 杆 作 用 的 常 拉力 .如果 杆 受到 很 大 的 压缩 ,而 不 是 拉 
伸 , 则 力 了 为 负 ， 展开 矢量 积 x dt/di, 现 在 我 们 必须 保留 含有 了 的 项 ,而 带 有 
F. ЖЕ, 的 项 和 从 前 一 样 可 以 忽略 . 将 矢量 dt/di 的 分 量 分 别 代 以 X”, Y”,1, Bh 
得 到 平衡 方程 

ЬЕХ"" - TX" - K, =0, 
1EY" - TY" — K, =0. (20.14) 
对 于 前 力 的 表达 式 (20.5) ,现在 应 该 增加 含有 7T( 沿 着 矢量 1 方向 作用 的 力 ) 在 x 
F = -ЕЁХ” +ТХ', Е = -El,Y" + TY'. (20. 15) 
自然 ,这 些 公式 也 能 够 直接 从 式 (19.3) 得 到 , 

在 某 些 情形 下 ,甚至 没有 专门 施加 任何 拉力 ,但 由 于 自身 弯曲 ,也 可 能 出 现 
非常 大 的 力 Т. 我 们 研究 两 端 为 固 支 或 固定 铵 支 的 杆 ,这 种 杆 的 两 端 就 不 可 能 
发 生 纵 向 位 移 . 这 时 , 杆 的 弯曲 不 可 避免 地 伴随 有 杆 的 伸 长 ,并 导致 在 杆 内 出 现 
J T. 当 这 个 力 成 为 主要 的 力 时 ,我们 不 难 估计 挠 度 的 大 小 . 弯曲 杆 的 长 度 工 + 
AL 等 于 按 两 支点 间 连 接 的 直线 取 积 分 : 


„+ AL = [ Л + Х + У dx. 
在 小 挠 度 弯曲 时 ,可 以 将 根 式 展 为 级 数 ,我 们 得 到 伸 长 AL 的 表达 式 : 
Аб = fa” + У") dz. 


在 简单 拉 伸 时 ,发 生 的 拉 应 力 等 于 相对 伸 长 乘 以 杨 氏 模 量 和 杆 的 截面 面积 
5. 于 是 , 力 了 等 于 


L 
ë 37| a" + У?) dz. (20.16) 
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如 果 ó 是 横向 找 度 的 数量 级 , 则 导数 X' 和 六 的 数量 级 为 6/L, 因 而 位 于 式 
(20. 16) 中 的 整个 积分 的 数量 级 为 (86/L)*L=6W/L, 而 7T~ES(6/L)". ER 
(20. 14) 中 第 一 项 和 第 二 项 的 数量 级 分 别 为 ESL 和 T8/L ~ ESS /L*. РЕЖ 
1 的 数量 级 为 1~ 甩 ,而 S~h ,其 中 为 杆 的 厚度 将 这 些 代 人 式 (20. 14) ,不 难 
得 出 , 当 5~h 时 , 式 中 的 第 一 项 和 第 二 项 具有 可 以 相 比 较 的 数量 级 . 

这 样 一 来 ,在 杆 弯 曲 时 , 杆 的 两 端 固定 ,只 要 找 度 比 厚 度 小 , 形 如 式 (20.4) 
的 平衡 方程 就 可 以 应 用 . 如 果 8 不 比 产 小 (但 仍然 是 5 << L) , 则 应 该 应 用 方程 
(20. 14). 此 时 ,在 这 些 方程 中 , 力 7 预先 是 不 知道 的 . 在 求解 方程 时 ,开始 应 把 
T 视 为 已 知 参 数 ,然后 再 根据 所 得 到 的 解 按 式 (20. 16) 确定 了 ,该 式 同时 也 确定 
了 7 与 附加 于 杆 的 弯曲 力 的 关系 . 

相反 的 极限 情形 是 , 当 杆 的 抗 弯 能 力 远 小 于 抗 拉 时 , 则 在 方程 (20. 14) 中 ， 
将 第 一 项 与 第 二 项 比较 时 ,前 者 可 以 忽略 . 这 种 情形 从 物理 上 看 ,或 者 是 由 于 存 
在 很 大 的 拉力 了 ,或 者 是 由 于 EI 足够 的 小 (这 可 能 是 因为 与 之 有 关 的 厚度 小 
的 结果 ). 通常 把 这 样 强力 拉 紧 的 杆 称 为 弦 . 在 这 种 情形 下 ,平衡 方程 为 


TX"+K =0, ТҮ" +К, =0. (20.17) 
弦 的 两 端 必须 是 固定 的 ,就 是 说 坐标 ( 位移 ) 是 给 定 的 , 即 
Х =У=0. (20. 18) 


端点 处 的 方向 是 不 能 随意 给 定 的 ,而 要 由 方程 的 解 来 确定 . 
最 后 我 们 指出 ,这 种 形式 的 小 挠 度 弯曲 杆 的 平衡 方程 也 可 以 从 变 分 原理 得 
到 ,这 须 利用 弹性 能 表达 式 (18. 10): 


Ё е fu Y” + 1," | dz. 


在 平衡 时 ,该 弹性 能 与 势能 ( 跟 作 用 在 杆 上 的 外 力 玉 有 关 ) 之 和 必须 取 最 小 值 ， 
亦 即 


SW ,= | (К.5Х + K,8Y)dz = 0 


(第 二 项 是 外 力 在 杆 的 无 限 小 位 移 上 所 做 的 功 ). 在 对 Fs 变 分 时 ,进行 两 次 分 
部 HA): 


ајаг = [X"8X"dz = x"ax'| - [X"8X'dz = 
= msr | -Х"ёХ | + [х"бха:, 
对 于 Y” 的 积分 ,有 类 似 的 公式 . 将 它们 代入 原 式 ,合并 同类 项 后 得 到 
fi (ЕТ, У” – K,)8Y + (Е1,Х"" - K,)ôX]dz + 


+ EI (Y"8Y' — Y"8Y) | + EL, (X"8X' - X"8X) | = 0. 
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在 积分 的 第 一 项 内 ,由 于 变 分 6X 和 87 的 任意 性 , 便 得 到 平衡 方程 (20.4) ,而 已 
经 积分 出 来 的 其 它 项 给 出 该 方程 的 边界 条 件 . 如 在 自由 端 , 变 分 6X ,6Y,6X' ,5 
是 任意 的 ,相应 的 得 到 边界 条 件 (20. 11). 而 同时 在 这 一 项 里 6X 和 67 的 系数 给 
出 前 力 分 量 的 表达 式 (20.5) ,6X' 和 6Y' 的 系数 给 出 弯 矩 分 量 的 表达 式 (20. 3). 

最 后 , 当 存 在 拉力 T 时 , 仍 可 用 同样 的 方法 得 到 平衡 方程 (20. 14), 这 只 需 
在 要 进行 变 分 的 能 量 上 增加 下 面 的 一 项 : 


TAL = |(X" + Y”) 42, 
它 是 力 T 在 杆 伸 长 AL 的 路 径 上 所 作 的 功 . 
习 题 
习题 1 试 确定 在 自 重 影响 下 在 杆 端 部 具有 各 种 不 同 固定 方式 时 杆 ( 长 7) 
的 弯曲 形状 . 
解 : 待 求 的 形状 可 由 方程 
nn q 


El 
(q 是 单位 长 度 杆 的 重量 ) 的 解 和 本 书 所 讲述 的 杆 端 的 各 类 边界 条 件 确 定 , 下 面 
是 在 杆 端的 各 种 不 同 国定 方式 时 得 到 的 弯曲 形状 和 最 大 位 移 (或 称 为 最 大 搞 
J). 所 有 的 坐标 原点 都 选择 在 一 个 杆 端 . 
(1) 杆 的 两 端 国 支 ; 
__ № Ar; pa Е E и 
р З 47] == f 
(2) 99 #9 354: 
Е Е. м. 
= Е (2 21z +r), =] = Р 


(3) — 3 (2=1) 8,9 3%(z2=0) 2: 





АЕРА AN ES 2 3 ка š ql 
C= зе +F), = (0. 421) 0. 005 4 T 


(4) 一 端 (z=0) 固 支 , 另 端 (z=1!) 自 由 : 
1 


И = 2 _ 
Е (z -42 +61), 4 (1 = Er 


习题 2 斌 确定 在 附加 于 杆 正中 间 的 集中 力 汪 的 影响 下 杆 的 谊 曲 形 状 . 

解 :除了 在 z=1/2 的 点 以 外 ,到 处 都 有 方程 "=0. 在 杆 端 (z=0 和 z=1) 的 
边界 条 件 取 决 于 固定 方式 ,在 z=1/2 点 ,LL',L" 必 须 连 续 , 而 在 该 点 两 边 的 甬 力 
F = -ElL" 之 差 必 须 等 于 力 上 

杆 的 形状 (在 0<z<L/2 的 部 分 村 上 ) 和 最 大 挠 度 给 出 下 面 的 公式 : 
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(1) 杆 的 两 端 固 支 : 
е А5 i fÈ 
т" 031-40, 42) = 192ЕГ 
(2) И ЖЖ £ ; 


5= OP -42), Е т 
由 于 杆 的 形状 关于 中 点 对 称 ,因此 在 l2 ssl 的 杆 段 上 ,函数 z(z) 可 以 由 此 简 
单 地 用 1L-z 代 换 z 得 到 . 
习题 3 同 习题 2, 但 是 , 杆 的 一 端 (z=0) 固 支 ， HERDEN. 在 杆 的 
自由 端 上 附加 集中 力 上 
解 : 沿 着 整个 杆 = const =f, fh vA," = -f/El 由 z=0 时 ,f=0 和 Y'=0, 以 
z=1 Br Z" =0 Я»: 


L. Seat... Л 
= 681° (3! ), (I) =3E7 


习题 4 试 确定 两 端 固 支 杆 在 其 正中 间 附 加 一 个 集中 力 偶 时 丁 的 弯曲 
形状 . 

RBAN" = 0, nR M =E; E z=1⁄2 点 产生 了 突变 ,其 大 小 
$F BW ba E P 24865 25 3 m. 根据 端 部 的 相应 条 件 得 到 : 











(1) 杆 的 两 端 固 支 : 
С=с e -2:), 当 0<2<1/2, 
¿= “SF аў *[1-2(1-2)], # 1⁄2<z<L 
(2) ЖИ B 3⁄4 (Аржа EER): 
¿=s E t -42), 3 0=:<1/2, 
£= аи OU -4(1-z)'1, № 1⁄2<z=l. 


在 z=1/2 ,5. 0) BJ 38 НЕЖНАЯ. 
习题 5 同 习 题 4, 但 是 集中 力 偶 附加 在 杆 的 自由 端 , 杆 的 另 一 端 固 支 . 
解 : 沿 着 整个 杆 长 有 朋 =Elt"=m, 而 在 z=0 в: =0,l' =0. 得 到 弯曲 形状 
公式 : | 
rasara 
习题 6 试 确定 两 端 固定 简 支 杆 , 在 杆 的 正中 间 附 加 拉力 T e E НН, 
杆 ( 圆 截面 ) 的 形状 ， 
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解 :在 区 间 0 三 z 和 Li/2 上 , 剪 力 等 于 f/2， 15 ) 给 出 方程 


"= - 36 
е 3 220,1 №,2=0,2’=0, №№ 2 = 1/2 时 ,必须 L'=0( 因 为 L' 是 连续 
， 对 于 杆 的 形状 (在 0 和 zz 三 1[2 区 间 ) 得 到 如 下 公式 : 


Е? я 到 sinhkz ЖЖ 
i 2T k cosh( k1⁄2)1' = [= 
在 小 的 天 时 ,该 表达 式 即 转变 为 在 习题 2 的 (2) 中 已 经 得 到 的 公式 ， 在 大 的 天 


时 , 则 变 为 


1/2 


就 是 说 ,与 方程 (20.17) 的 结果 是 相符 合 的 , 即 柔 索 在 力 / 的 影响 下 所 取得 的 形 
状 ,是 由 两 个 相交 于 z=1/2 的 直线 段 组 成 的 . 

如 果 力 T 是 由 横向 力 引起 杆 的 拉 伸 产生 的 , 则 为 了 确定 它 必须 利用 公式 
(20. 16). 将 得 到 的 表达 式 代入 式 (20. 16), 即 求 得 方程 

ee 

这 里 ,了 是 作为 了 的 隐 函 数 确 定 的 . 

习题 7 位 于 弹性 基础 上 的 无 限 长 杆 ( 圆 截 面 ) , 即 弯曲 时 在 杆 上 作用 着 正 
比 于 挠 度 的 力 : К= -al. 试 确定 在 杆 上 面 作用 集中 力 / 时 , 杆 所 取得 的 形状 

解 :把 坐标 原点 选 在 附加 力 了 的 点 上 ,除了 z=0 点 外 ,下 面 的 方程 处 处 都 
成 立 : 





EI" = - оќ. 
求解 方程 必须 满足 的 条 件 : 当 z= +œ}, =0, 而 在 z=0 Н.С’, Я 
Я F = -ЕМ" 2 +0 z— - 0 BF 65 2 Ah s R £ + f. 这 样 的 解 是 


# да f ИЕТ. 1⁄4 
РЕГ Pl cosBlz| +sinBlzl ] ， в= (351) у 


习题 8 设 一 细 杆 ( 圆 截 面 ) ,在 自然 状态 下 呈 圆 弧 状 ,并 在 谊 曲 平面 内 附加 
径 向 力 . 试 推 导 细 杆 在 小 挠 度 弯曲 时 的 平衡 方程 . 

解 : 极 坐标 r,p 的 原点 选 在 圆 弧 的 圆心 ， 杆 的 形 形变 方程 写成 zz=G+t(p) 的 
BA, Ata AMME, mi AT dh BJ] 65 £ 64545. 利用 已 知 的 用 极 坐 标 表 
示 的 曲率 半径 表达 式 , 求 得 精确 到 《的 一 阶 精度 项 的 曲率 : 

РЕ À 2 и 


== 


R a (r pr y Se a а? 


О k oF 0 的 导数 ). 按 式 (18. 11) 求 出 弯曲 弹性 能 : 
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ta BP p E ee = рого 
(Ф. ДЖ РД). 平衡 方程 由 变 分 原理 得 到 , 变 分 方程 
SF- [Г ска = ü 
(KK, 是 单位 长 度 上 的 径 向 外 力 ) 具 有 的 补充 条 件 是 
[ае = 0, 


该 式 表示 在 所 考虑 的 近似 范围 内 , 杆 的 总 长 度 不 变 , 也 就 是 杆 的 总 长 度 没有 被 拉 
长 的 条 件 . 应 用 拉 格 朗 日 方法 ,使 下 面 的 和 式 等 于 零 : 


фо P) 
ра [ aK tdp + аа [ бар = 0, 


式 中 a 是 常数 . ЖЕРАР F m 5 k 3k X JR £ 2, AEA "h RAA 
次 分 部 积分 ,我 们 便 得 到 


[224 + 20" + £”) - aK, + aa 554ф + 
a 


Elama -SU senar =0. 
由 此 得 到 平衡 方程 
FIU" +2" +) К, +a=0, (1) 
33 kik x 
РЕ Ерт), 
a 
f 8 8 k k X, 
M =Ël +") 
a 
(比较 S20 的 最 后 部 分 )， 常 数 a 由 杆 的 总 粒 伸 长 度 为 零 的 条 件 确定 ， 


习题 9 试 确定 圆 环 在 一 对 集中 力 j 了 汪 沿 着 直径 作用 时 的 弯曲 形变 (图 18). 
解 : 沿 整个 圆 环 的 长 度 积 分 习题 8 的 方程 (1) ,得 到 


2таа = /к,аае = 27 
除了 gg=0 和 gg=T 以 外 , 方程 (1) 处 处 都 成 立 , 即 (此 时 ,K, =0) 

nn n A 

"+ = Š 
待 求 的 环 的 形变 关于 直径 AB 和 CD 对 称 ,因此 在 A,B,C,D а С =0; 3 
@— +0 时 ,前 力 值 的 差 必须 等 于 f 满足 这 些 条 件 时 ,平衡 方程 的 解 为 
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IN 
LA 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 






ъ|---------* 


Es 
5 


= 一 一 £. cos _ eos sy 0=ф= 
特别 是 ,A 和 B 两 点 相互 靠近 了 一 个 距离 ,其 大 小 为 
ат 2 


1400) +¿(%)! а) 
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杆 件 承受 纵向 压力 作用 所 表现 的 行为 ,是 重要 的 弹性 不 稳定 现象 最 简单 的 
例子 , 它 是 由 欧 拉 (L. Euler) 最 先 发 现 的 . 

在 没有 横向 弯曲 的 外 力 K,,K, 时 , 受 压 杆 的 平衡 方程 (20. 14) 有 一 个 明显 
的 解 ,就 是 X=Y=0, 它 对 应 于 在 纵向 力 了 作用 下 , 杆 保持 着 直线 形状 . 但 是 这 
个 解 , 只 适用 于 杆 受 到 的 压力 171 小 于 某 个 临界 值 7. 以 前 的 稳定 平衡 当 171 < 
T. 时 , 杆 的 直线 形状 对 于 任何 小 扰动 都 是 稳定 的 . 换 名 话说, 如果 杆 在 任何 小 作 
用 的 影响 下 受到 微小 弯曲 , 则 在 这 一 作用 停止 后 , 杆 将 力图 恢复 到 它 原来 的 

HL, MITI > T. 时 , 杆 的 直线 形状 对 应 于 不 稳定 平衡 ,这 时 ,只 需 无 限 小 的 
作用 (弯曲 ) 就 足以 破坏 这 一 平衡 ,结果 使 杆 件 产生 了 大 弯曲 . 很 明显 ,在 这 种 条 
件 下 , 受 压 杆 件 一 般 是 不 可 能 存在 真实 的 不 弯曲 形式 的 . 

杆 件 失去 稳定 以 后 的 行为 必须 用 大 挠 度 弯 曲 方程 来 描述 . 但 是 ,在 临界 答 
载 值 7. 时 可 以 借助 于 小 挠 度 弯 曲 方程 得 到 ， 当 171 =7. 时 ,直线 形状 的 杆 处 于 茶 
种 随 遇 平 衡 。 这 就 是 说 ,除了 X=Y=0 的 解 之 外 ,还 应 该 存在 一 个 小 的 弯曲 状 
态 ,同样 是 平衡 的 . 因此 ,临界 值 7, 就 可 以 规定 为 171 的 值 . 这 时 方程 

El,X" + ТИХ" =0, El Y” + ТТУ" =0 (21.1) 
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出 现 了 非 零 解 . 这 个 解 也 直接 确定 了 失 稳 后 杆 件 的 形变 特性 . 
在 本 节 的 习题 中 ,给 出 了 各 种 弹性 系统 失 稳 的 许多 典型 情况 . 


习 题 


习题 1 试 确定 两 端 为 绞 支 时 , 杆 的 临界 压力 . 
解 : 因 为 对 我 们 感 兴趣 的 是 在 方程 (21.1) 的 非 零 解 中 出 现 的 最 小 值 1T1, 故 
只 需 研 究 这 两 个 方程 中 含有 1 和 了 最 小 的 那个 方程 就 足够 了 . itl < 了 ,方程 
Е.Х" + ТИХ" =0 
的 解 具有 如 下 形式 : 





р" 
X =A + Bz + Csinkz + Dcoskz, k= | | 


ЕІ, 
在 z=0 和 z=1 时 ,满足 条 件 针 =0,X”=0 的 非 零 解 是 
X = Csinkz, 
而 且 应 有 sinkl =0. 由 此 得 到 待 求 的 临界 力 : 
т El, 
"о 
杆 失 稳 后 所 取得 的 形状 表示 在 图 19(a) Е. 
习题 2 同 习 题 1 ,但 是 杆 的 两 端 是 固 支 ( 见 图 19(b) ). 
答案 :T=4m ЕЁ. 





图 19 


习题 3 同 习题 1, 但 是 杆 的 一 端 固 支 , 另 端 自由 (图 19(c)). 
答案 :7, == ЕІ, /4Г. 
习题 4 试 确 定 放置 在 弹性 基础 上 的 杆 ( 圆 截面 ) , £ 83 3⁄2 2 2 3 B 65 5 У 
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压力 (参见 $20 的 习题 7)， 
解 :在 这 里 ,现在 必须 用 方程 
EIX" + 1Т1Х" +аХ =0 
代替 (21.1) 来 研究 ,类似 于 前 面 的 分 析 得 到 它 的 解 : 
2 Г 
X = Asin T Т. БЕ п ХЕ]. 
而 且 , 式 中 的 于 必须 取 整 数值 ,对 于 这 些 整数 得 到 了 .的 最 小 值 , 3 a 值 足够 大 
时 ,得 到 n>1, 亦 即 杆 失 稳 后 变 成 为 有 若干 个 波形 的 杆 . 
习题 5 圆 截面 杆 受 到 扭转 , 杆 的 两 端 固 支 . 试 确 定 扭 转 的 临界 值 ,超过 该 
值 后 , 杆 的 直线 形状 即 变 为 不 稳定 . 
解 : 捏 转角 的 临界 值 由 扭转 杆 的 小 挠 度 弯 曲 方程 出 现 的 非 零 解 确 定 。 为 了 
导出 这 些 方程 ,将 表达 式 (19.7), 即 


dt 
M =Elt x— + Crt 


( 式 中 7 是 单位 捏 转角) 代入 方程 (19.3), 则 得 到 
g 3 t. Ст -F xt =0. 
dř? dl 
对 该 方程 取 导 数 , 因 为 是 小 找 度 次 曲 , 故 在 对 第 一 项 和 第 三 项 取 叶 数 时 ,可 以 认 
为 1 是 常量 ,并 等 于 沿 着 杆 轴 (z 轴 ) 方 向 的 矢量 th; 同时 ,还 记得 dF/dl =0( 因为 
沿 着 杆 长 没有 外 力 ), 于 是 得 到 
d`t 421 


en terei so; 
олан сай 











或 者 表 为 分 量 形式 : 
у" =кХ"=0, XA" +Y" =O, 
A к=Ст/Е!. 3| A £ = X + iY 作为 未 知 函 数 , 则 得 到 方程 
£” ік" =0. 
满足 边界 条 件 : 当 z=0,l1 时 ,=0,é" =0, 即 得 到 具有 如 下 形式 的 解 : 
£=a(1 +ikz-e™) + 02°, 


并 且 得 到 了 关于 a áo b 的 方程 的 协调 条 件 关 系 式 





е!" № + ік! кі = san Kl 
пи в ^ 3” 
该 方程 的 最 小 根 :kl/2 =4.49 ,于 是 
_ 8. 98Е! 
т. = СІ . 


习题 6 F) 3J 38 5,42 2 TF 0505 3 29 5 £. 
解 :此 处 ,我 们 得 到 
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2 
¿=a[! =e" а | + bz, 


ЖА кте =1, 即 kKL=2T 确定 .因此 , 待 求 的 单位 扭转 角 的 临界 值 : 
_2тЕ! 
С" 
习题 7 试 确定 下 端 固 支 的 径直 杆 在 自重 作用 下 的 稳定 极限 ， 
解 : 如 果 纵 向 压力 三 7T 沿 着 杆 的 长 度 变化 , 则 在 式 (20.1) 中 的 第 一 项 
“20, КАРА (20. 14) 的 是 
LEX" ~- (TX'Y' — K. =0, 
I, EY” - (TY')' — K, =0. 
在 当前 的 情形 下 , 沿 着 整个 杆 长 都 没有 横向 弯曲 力 , 而 ?= -9(1-z), 其 中 9 是 
单位 长 度 杆 的 重量 ,z 是 从 下 端点 算 起 的 坐标 . dB ik <l, ERDA 
LEX" = ТХ' = -9(1-2)Х' 
(3 :=8, 8 ЖЖ X" =0). 31 Ñ m k'u = X' Е, ЕЖ —#k 32 t 
и= [aJ a(n) +bJia(n)], 
式 中 
"0 


边界 条 件 : X =0( 当 z=0) ,好 =0( 当 z= 门 .由 此 给 出 函数 w(7) 的 条 件 : 





Р > т Е 2 4 1/2 
и =0, # пт (г , 
u'n” =0, 8 ү = 0. 


为 了 满足 这 些 条 件 ,应 当 置 上 =0, 同 时 J_ (1) =0. 前 述 方程 的 最 小 根 是 mo = 
1. 87 ,由 此 得 到 村 的 临界 长 度 
EI 173 


Ë ai. 98| —) 
q 


习题 8 设 有 一 杆 ,具有 长 条 形 截 面 , 致 使 六 >> l. 杆 的 一 端 固 支 , 在 自由 
端 附加 力 f, # 3 Р xz( RERNA Е) АЖ. K # 2 |ë УЛА /., 38 t 2 48 
后 ,平面 弯曲 的 形状 将 变 为 不 稳定 ,并 且 杆 在 侧面 (yz 平面 ) 出 现 弯曲 ,同时 受到 
H #+. 

解 :由 于 刚度 El, 的 值 远大 于 El RA Aan СФ). 相对 于 便 向 大 挠 度 


Ф ШШ, ТКИ, ДА А Н >> А ВЕ, ДЯ 


bh? bh 
El = Е, Еһ =E, C= 
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弯曲 出 现 不 稳定 性 的 同时 ,在 xz 平面 内 的 弯曲 仍然 是 小 的 . 为 了 确定 不 稳定 的 
因素 ,应 当 建 立 杆 的 侧 向 小 弯曲 方程 ,其 中 保留 在 好 平面 内 的 力 太 与 小 位 移 乘 积 
成 正比 的 项 .因为 集中 力 只 附加 于 杆 的 自由 端 , 故 沿 着 杆 的 整个 长 度 有 下 =f, 而 
在 自由 端 (z =1) 力 矩 M =0, 根 据 公 式 (19.6) ,得 到 关于 固定 坐标 系 X,Yy,z 的 力 
ETE: 
M,=0, M,=(l-z)f, M,=(Y-Y,)/, 
ХФ Y, =Y(1). 将 这 些 分 量 投 影 到 每 一 点 都 与 杆 联 系 在 一 起 的 坐标 轴 ,1,6 
上 ,在 精确 到 一 阶 位 移 项 时 ,我 们 得 到 
М, =Ф(1-=)/, M, = (1-2)7, 


М, = (1-27. +Y- Ya), 


式 中 中 是 扭转 时 杆 截面 的 总 旋转 角 ( 在 这 里 ,单位 捏 转角 r = do/dz 沿 着 杆 长 不 
是 常量 ). 另 一 方面 ,根据 式 (18.6) 和 (18.9) ,在 小 弯曲 时 有 
М, = -El, У", М,=ЕБХ", М; = Сф". 
比较 上 述 两 组 表达 式 , 即 得 到 平衡 方程 
ЕІ,Х" = (1-2)/, 
EI У" = -Ф(1-2)/, Сф = (1-2) + (У-\)Х 
其 中 第 一 个 方程 确定 了 在 Xz 平面 内 杆 的 基本 弯曲 . 现在 需要 求 出 了 的 值 ， 
在 该 值 时 ,第 二 个 和 第 三 个 方程 出 现 非 零 解 ,从 这 两 个 方程 中 消去 Y, 我 们 得 到 


2 
" 2 =: 2 £ NET. 
g"+k (l-2) =0, É рг 





该 方程 的 一 般 积 分 是 
аа „(20 -:)*) + =. [+Q - 2). 


在 固 支 端 (z=0) 应 有 gp =0, 而 在 自由 端 , 则 捏 转 力矩 Cp' =0. 由 第 二 个 条 件 有 
a =0, 而 由 第 一 个 条 件 给 出 Js(h/2) =0. 这 个 方程 的 最 小 根 :kl /2 =2. 006, 
由 此 


£ = (ЕН). 


т 性 Ш 


$22 各 向 同性 介质 中 的 弹性 波 


如 果 运 动 发 生 在 形变 物体 内 , 则 物体 温度 一 般 来 说 决 不 会 是 常量 , 它 不 仅 随 
着 时 间 变 化 ,而 且 还 随 着 物体 从 一 点 向 男 一 点 变化 . 这 就 使 得 在 任意 运动 的 一 般 
情况 下 ,精确 的 运动 方程 更 加 复杂 化 . 

但 是 ,通常 由 于 热量 从 物体 的 一 部 分 向 另 一 部 分 的 传递 (借助 于 自然 的 热 
传导 ) 进行 得 非常 缓慢 ,所 以 可 使 情况 得 以 简化 . 如 果 在 与 物体 内 部 振动 运动 周 
期 相同 数量 级 的 时 间 间 隔 内 ,实际 上 没有 发 生 热 交换 , 则 可 以 把 物体 的 任何 一 部 
分 都 看 作 是 隔 热 的 , 亦 即 运动 是 绝热 的 . 而 在 绝热 形变 时 ,用 ui 表示 cx 的 公式 ， 
与 按 通 常 形式 (等 温 的 ) 公 式 的 区 别 只 是 ,oa 的 值 , 在 此 处 应 该 取 其 绝热 时 的 值 
( 见 §$6). 下面 我 们 将 认为 这 些 条 件 都 是 满足 的 ,并 且 相 应 的 E 和 oa 的 值 ,在 这 
一 章 中 均 表 示 是 绝热 时 的 值 . 

为 了 得 到 弹性 介质 运动 方程 ,应 使 物体 内 单位 体积 的 应 力 之 合力 90i/9x， 
等 于 加 速度 立 D 乘 以 物体 单位 体积 的 质量 ( 即 它 的 密度 р): 

O 
pü; = а 022.1) 


上 式 就 是 运动 方程 的 一 般 形式 . 特别 是 ,对 各 向 同性 弹性 介质 ,运动 方程 可 





Q) 这 里 所 指 的 是 质点 速度 * 与 其 位 移 的 导数 ú 是 相同 的 . 但 是 ,我 们 必须 强调 指出 ,这 绝 不 意味 着 
是 把 这 两 个 量 混为一谈 . 在 晶体 中 ,矢量 zx 是 唱 格格 点 的 位 移 , 而 速度 s 在 连续 介质 力学 中 被 定义 为 物质 
单位 质量 的 动 基 . 严格 说 来 ,只 是 对 于 理想 的 唱和 体 , 即 其 中 每 一 个 品格 格 点 { 而 且 只 在 品格 格 点 上 ) 都 有 了 原 
子 时 ,等 式 y = ú 才 是 正确 的 . 如 果 晶 体 含 有 缺陷 (存在 没有 填充 原子 的 格 点 一 一 空位 ,或 者 相反 ,在 格 点 
之 间 有 多 余 的 原子 ) , 则 相当 于 没有 形变 的 晶 格 存在 质量 迁移 ( 亦 即 动量 不 为 零 ), 即 依靠 缺陷 使 扩散 原 
“Ям”. oH ú 混为一谈 , 指 的 就 是 由 于 扩散 缓慢 或 小 的 缺陷 集中 而 忽略 了 这 些 效应 . 


$22 各 向 同性 介质 中 的 弹性 波 · 105. 


以 根据 平衡 方程 (7.2) 直 接 写 出 来 . 于 是 我 们 有 
pu = vt ТА ` и. (22.2) 
因为 所 有 的 形变 都 是 小 的 ,所 以 在 弹性 理论 中 研究 的 运动 ,属于 小 弹性 振动 
或 小 弹性 波 . 我 们 首先 研究 无 限 各 向 同性 介质 中 的 平面 弹性 波 , 亦 即 , 在 这 里 形 
Жи 仅仅 是 某 一 坐标 ,比如 说 x 和 时 间 的 函数 . 这 时 ,方程 (22.2) 中 所 有 关于 》 
和 = 的 导数 均 消失 了 . 对 于 矢量 u 的 其 余 分 量 我 们 得 到 如 下 的 方程 : 
Fu, 1 Fu, Fu, 1 ды, 
FEJ ЗЕ =0, ттар: -г 20 (22.3) 
gx c Ot ox с, 91 
(Е и, ВОВ u, 的 方程 一 样 ). 式 中 引入 了 记号 中: 
E(1 -0o) Ре Е 2 
“= |591 +9) (1 == . S =[554 аі i 
方程 (22.3) 就 是 通常 的 一 维 的 波动 方程 ,其 中 引入 的 量 c, A с, 是 波 的 传播 
速度 . 我 们 看 到 , 波 的 传播 速度 是 不 同 的 ,对 于 分 量 u, 是 一 种 速度 ,而 对 于 分 量 
и, 7} Ми 是 男 一 种 速度 . 
这 就 是 说 ,实质 上 弹性 波 是 独立 传播 的 两 个 波 :其 中 一 个 波 (u,) 的 位 移 方 
向 是 沿 着 波 传播 的 方向 ,这 样 的 波 称 为 纵波 , 它 的 传播 速度 是 с, 而 男 一 个 波 
(и, ,4.) 的 位 移 方向 是 在 与 波 传播 方向 垂直 的 平面 内 ,这 样 的 波 称 为 模 波 , 它 的 
传播 速度 是 с. 由 式 (22.4) 显 见 ,纵波 的 传播 速度 c 总 是 大 于 横 波 的 传播 速 
度 c2: 








(22.4) 


e, > (4/3) 'е,. (22.5) 
速度 c fU c, A ИЖ РЖ МИЯ 8) pa BE O. 

我 们 知道 ,在 形变 时 体积 的 改变 是 由 应 变 张 量 对 角 线 项 之 和 确定 的 , 亦 即 它 
的 值 w =У .zu 在 横 波 时 ,只 有 分 量 w,,u,, 而 由 于 它们 既 与 y 无 关 , 又 与 z 无 
关 , 所 以 对 于 横 波 V и =0,. 这 就 意味 着 , 横 波 与 物体 各 部 分 的 体积 改变 无 关 . 相 
反 , 对 于 纵波 人 .wu 关 0, 即 纵波 伴随 有 物体 的 压缩 和 拉 伸 . 

将 波 分 为 以 不 同 速 度 独 立 传播 的 两 个 部 分 ,可 以 推广 到 无 限 空间 任意 ( 非 
平面 的 ) 弹 性 波 的 一 般 情形 . 

引入 速度 c, Mc, 后 ,重新 写 出 方程 (22.2) : 

ü =c Уи+(а-с )УУ ° u. (22.6) 


QD， 我 们 间 样 给 出 用 压缩 模 基 , 前 切 模 量 和 拉 梅 常量 表示 速度 6,c 的 表达 式 : 
-5 ЗК +4 172 и л+2 1:3 ч ш. ⁄2 
mm 

D ФЕ. Но 只 在 从 0 到 1/2 的 范围 内 变化 (参见 $5) ,因而 存在 更 强 的 不 等 式 :6 >ciV2， 

辐 ” 亦 直接 称 为 纵波 波 速 和 横 波 波 速 . 译 者 注 
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将 矢量 u 表示 为 两 部 分 之 和 的 形式 : 

и=и, +u. (22.7) 
其 中 的 一 个 满足 条 件 

У -и =0, (22.8) 
而 另 一 个 满足 条 件 

У хи, =5. (22.9) 


由 矢量 分 析 可 知 ,这 样 的 表示 总 是 可 能 的 (因为 一 个 矢量 总 可 以 表示 为 某 个 矢 
量 的 旋 度 与 某 个 标量 的 梯度 之 和 的 形式 ). 
将 w=u,+u, 代 入 式 (22.6) 后 ,我 们 得 到 
ü +ü, =c У*(и+и) + (с -eo)VV ° ü. (22. 10) 
将 该 方程 的 两 边 作 用 散 度 算 子 V， ,由 于 V .xu =0, 于 是 得 到 
V- ü =c у? у-и + (с: - с) у? у ш, 
或 
У · (й,-с V’u,) =0. 
男 一 方面 ,在 上 式 中 ,位 于 圆 括号 里 面 的 表达 式 的 旋 度 也 由 于 式 (22.9) 而 等 于 
F. 然而 ,如 果 一 个 矢量 的 旋 度 和 散 度 在 全 空间 中 都 等 于 零 , 则 该 矢量 必 恒 等 于 
零 . 于 是 有 
ð U, 
at? 
类 似 的 ,对 方程 (22. 10) 作 用 旋 度 算 子 ,并 注意 到 V хи, =0, 以 及 任何 梯度 
的 旋 度 都 等 于 零 , 则 得 到 





-cl Уи, =0. (22.11) 


V x (ü, -c Viu,) =0. 
由 于 位 于 圆 括号 里 面 的 表达 式 的 散 度 也 等 于 零 , 于 是 我 们 又 得 到 形 如 式 
(22. 11 ) 一 样 的 方程 : 
au, 
с, Vg, =0. (22.12) 
дг 
方程 (22. 11) 和 (22. 12) 就 是 通常 的 波动 方程 (三 维 ). 它们 分 别 对 应 于 波 速 
为 cj 或 c, 弹性 波 的 传播 . 其 中 的 一 个 波 (u, ) 与 体积 的 改变 无 关 ( 由 于 V и, = 
0) ,而 男 一 个 (wu,) 则 伴随 有 体积 的 压缩 和 膨胀 . 
在 单 色 弹性 波 中 ,位 移 矢 量具 有 如 下 形式 : 
u=Relu,(r)e “1, (22,13) 
式 中 u, 是 坐标 的 函数 . 将 式 (22. 13) 代 入 (22.6), 则 得 到 关于 函数 u, 应 满足 的 
方程 : 





с Уи, + (с - с?) УУ :w+w u, =0. (22. 14) 
单 色 波 的 纵向 和 横向 部 分 分 别 满 足 方程 
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Уи, + би, =0, У?и, + Ки, =0, (22.15) 

AP k, = 0/с,,К, = о/с, І АО К RO. 

最 后 ,我 们 来 研究 平面 单 色 波 在 两 种 不 同 介质 分 界面 上 的 反射 和 折射 . 这 
时 ,应 当 注 意 , 一 般 来 说 ,在 反射 和 折射 时 , 波 的 特性 是 要 发 生 改变 的 . 假设 在 分 
界面 上 射 入 的 是 单纯 的 横 波 或 单纯 的 纵波 ,而 最 后 得 到 的 却 是 既 包含 横 波 又 包 
含 纵波 的 混合 波 . 只 有 在 人 射 波 垂直 于 分 界面 的 情形 和 任意 角度 人 射 的 横 波 其 
振动 与 分 界面 平行 的 情形 , 波 的 特性 才 不 会 发 生 改 变 ( 由 对 称 性 考虑 便 可 以 得 
出 这 样 的 结论 ). 

确定 人 射 波 和 折射 波 方向 的 关系 式 ,可 以 直接 由 频率 的 不 变性 和 波 矢量 在 
分 界面 上 的 切 向 分 量 的 不 变性 得 到 @. 设 9 和 9' 分 别 为 人 射 角 和 反射 角 ( 或 折射 
fü) ,而 < 和 ce' 为 两 种 波 的 波 速 . 这 时 有 


sing _ с 
ит ° (22.16) 
例如 ,入 射 波 是 横 波 , 这 时 c =c Е УНЕ НОВА k ОСО, ,而 对 于 反射 
波 中 的 横 波 同样 有 c = с, ,因此 由 式 (22. 16) 给 出 
0 = 0'. 

亦 即 ,入射 角 等 于 反射 角 . 对 于 反射 波 中 的 纵波 ,有 c" = c, ,因此 

$10’ cn 
对 于 折射 波 中 的 横 波 有 c' = со , 当 人 射 波 也 是 横 波 时 ,有 

3110 _Си 

310’ co 


类 似 的 ,对 于 折射 波 中 的 纵波 ,有 





зіп _ Сд 
sin@” сь 


2] 题 
习题 1 试 确定 纵向 单 色 波 向 具有 真空 的 物体 界面 上 按 任意 的 入 射 角 入 射 
时 的 反射 系数 . 


解 : 在 以 任意 角 入 射 时 , 既 出 现 纵波 反射 波 ,又 出 现 横 波 反射 波 . 从 对 称 观点 
考虑 ,很 明显 ,在 反射 的 横 波 中 ,位 移 失 量 将 完全 位 于 入 射 面 内 (图 20, 其 中 mo， 





O ” 俄 文 版 为 波 矢量 . 实际 上 ,这 里 的 名 ,kk EHR kk, 的 模 ,表示 波 数 , 即 沿 波 矢量 方向 2m 
长 度 内 所 包含 的 简 谐 波 的 个 数 . 一 一 译 者 注 
加 ”参见 第 六 卷 , §66. 在 那里 叙述 的 所 有 想法 ,在 这 里 也 完全 适用 . 
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n,,n, 分 别 是 沿 入 射 方向 ,反射 纵波 方向 和 反射 横 
波 方 向 的 单位 矢量 ;toyuiya, 分 别 是 相应 的 位 移 失 
E). 物体 中 的 总 位 移 等 于 下 面 的 和 式 ( 为 简便 起 
见 , 省 略 了 公共 因子 e-'): 


ik, ` r -r 


u =A ne* +Ane' "+A axn e" 
(a 是 至 直 于 入 射 面 的 单位 矢量 ). 波 矢量 的 绝对 值 
A iky =k, = w/c, k, = о/с,, NAHÁ 0, 和 反射 角 


0,,0,2 1] 9 < £ :0, = 0, ,sin0, = эт 0, =. 我 们 得 到 
1 


在 分 界面 上 应 变 张 量 的 分 量 : 
и, = № (А, +А, ) соз* Ө, + iA,k cos0, зб, , 
图 20 un = №, (А, +А,), 





u, = 1А, (А, —А, ) 910, cosh, + лк соѕ’ 0, – sin’0,) 


(公共 指数 因子 被 省 略 了 ). 应 力 张 量 的 分 量 按照 一 般 公 式 (5. 11) 计 算 , 该 公式 
现在 可 以 方便 的 写 为 
Ta =p ug +р(с! -2 ) и. 

在 介质 自由 表面 上 的 边界 条 件 :an =0, HE ос, =, =0, 并 给 出 两 个 可 通 
ЗА 表示 A,,4, 的 方程 . 经 过 计算 ,最 后 得 到 

c` sin20,sin20, – с; соѕ’20, 
¿ cisin20 3120, + с, cos°280, ` 

2c,c 5112.0, с032 6, 

° c sin20,sin20, + с1с03*20, 
3 0, =0 时 ,4,= -4,4,=0, 亦 即 , 入 射 波 全 部 作为 纵波 被 反射 回来 . 纵向 反射 
波 重 直 于 介质 表面 之 分 量 的 能 流 密度 山 与 纵向 入 射 波 的 能 流 密 度 之 比 为 


2 


А, = -А 


上 

















А, 
R, = | 一 
А, 
对 于 横向 反射 波 ,有 类 似 的 比 : 
_ cicosg, | А, j 
cicosgu | A, 
Я %,К, +R, =1. 


习题 2 同 习题 1 ,但 入 射 波 为 横 波 (其 振动 方向 位 于 入 射 平 面 内 ) 2. 


D 能 量 随 着 波 在 介质 中 传播 ,在 单位 时 间 内 通过 介质 中 某 一 面积 的 能 量 称 为 通过 该 面积 的 能 流 ， 
单位 时 间 内 通过 垂直 于 波 传播 方向 的 单位 面积 的 能 流 称 为 能 流 密度 . 一 一 译 者 注 
@ ”如果 振动 垂直 于 人 射 面 , 则 波 将 以 同样 的 形式 反射 回来 ,所 以 R, =1. 
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解 :反射 波 既 有 横 波 也 有 纵波 ,并 且 0, =0,,c,sin0, = c,sin0,. %44 £& Ж ж 
и =axnAe +n, Але" PE 
关于 反射 波 的 振幅 ,得 到 如 下 表达 式 : 
А, c'sin20,sin20, – с?соѕ’20, 
А, š c? sin20,sin20, + сї cos "20, ` 
А, 2с,с, 3112.0, cos20, 
Ао С c 512.0, 1120, + с; cos’20, 
习题 3 试 确定 半径 为 RR 的 弹性 球 之 径 向 振动 的 固有 频率 . 
解 :选择 原点 位 于 球 心 的 球 坐 标 . 径 向 振动 时 ,u 的 方向 沿 着 半径 ,并 且 只 与 
r 和 时 间 上 有 关 . 因此 V xu =0. 引入 位 移 “ 势 "gp ,使 之 符合 于 ,=u= дф/дг. 把 通 
过 gp 表示 的 运动 方程 归结 为 波动 方程 cl V2e =9 ,或 按时 间 为 周期 ( e e “) 的 
振动 方程 : 


“+axnA,e 


q RR w. 3 
a a =) = ко x TÈ (1) 
在 整个 球 的 体积 内 ( 除 球 心 外 ) ,该 方程 的 有 限 解 为 


(没有 写 出 时 间 因 子 ). 径 向 应 力 : 
o, =р\ (е -2 ) ии +2с?и,\ =р| (с —2е, ) Vp +2c.9"| 
或 利用 方程 (1): 


1 1 


ем = -wp - 4с Ф". (2) 
将 边界 条 件 o,(R) =0 引入 方程 , 则 得 
tan kR _ l (3) 





kR `1-(kRc,/2c,)” 

上 式 的 根 即 确定 出 固有 振动 频率 о = c k. 

习题 4 试 确定 带 有 球 腔 的 无 限 弹性 介质 径 向 振动 的 固有 频率 ( 设 c, >> 
©). 

解 :在 无 限 介质 中 , 球 腔 的 径 向 振动 伴随 有 纵向 声波 射出 ,因而 引起 能 量 耗 
损 和 振动 的 衰减 . Вс >> с, (ЖЕР K >>) 时 ,发 射出 的 声波 是 小 的 ,也 可 以 说 振 
动 的 固有 频率 具有 小 的 阻尼 系数 . 

方程 (1 ) 解 的 形式 是 发 散 的 球面 波 : 


a ыы 
е 6 é” 


借助 于 式 (2) ,由 边界 条 件 o, (R) =0, 即 得 
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(ir$) =40 - ikk). 
由 此 ( 当 c, >> c, №) 
2с с 
w= 
w 的 实 部 给 出 振动 的 固有 频率 ,而 虚 部 给 出 阻尼 系数 . 自然 ,在 不 可 压缩 介质 
(ci 一 o ) 中 是 不 存在 阻尼 的 . ik 2 R 2 Z d +T 4 J Ў 1⁄4 (u 0) 阻力 的 特殊 结 
F. 我 们 注意 到 ,对 于 它们 kR =2е/с << 1 , 亦 即 相对 于 这 些 振动 的 波长 远 远 大 
+ R( 有 意思 的 是 ,将 该 振动 与 弹性 球 的 振动 的 结果 相 比 较 , 当 ci >> c, 时 ,第 一 
固有 频率 可 按 式 (3) 由 kR="T 给 出 ). 
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弹性 波 在 各 向 异性 介质 中 的 传播 , 亦 即 在 晶体 中 的 传播 , 比 在 各 向 同性 物体 
中 的 传播 有 更 为 复杂 的 规律 .为 了 研究 这 样 的 波 ,我 们 应 返回 到 一 般 的 运动 方程 


ÔO g 





ри; = 


, 


дх, 
以 及 利用 关于 cx 的 一 般 表 达 式 (10.3) , 即 
Са = Ады Uim: 
按照 上 节 开 头 所 说 的 , 式 中 A 所 有 的 量 , 都 是 指 绝热 的 弹性 模 量 . 
将 wx 代入 运动 方程 , 即 得 到 
Qu, Am д [| ш ди, 
W 9и 








ах ðu, 1 Fu, 

ае A + TF Mm Bx Ox, 
由 于 张 量 A 关于 指标 1 和 m 是 对 称 的 , 故 交 换 第 二 项 的 求 和 指标 1 和 т 后 ,我 
们 就 发 现 第 一 项 和 第 二 项 完全 相同 . 于 是 ,我们 就 得 到 运动 方程 : 





ри, Ав (23. 1) 
现在 来 研究 晶体 中 的 单 色 弹性 波 . 为 此 ,我 们 应 寻求 运动 方程 形式 为 


u, РРР" 
(zuo 是 常数 ) 的 解 ,而 波 矢量 大 与 频率 w 之 间 的 关系 ,要 由 所 写 出 的 函数 实际 满 
足 方程 (23. 1 ) 来 确定 . 将 и, 对 时 间 取 导数 使 本 身 扩 大 了 - № 倍 , 而 对 х, 取 导 数 
使 本 身 扩 大 了 ik, 倍 ,因此 将 上 式 代 和 方程 (23.1) 后 , 即 变 为 
роги: = kak kuq... 


Пи =ëó,,u, ,将 上 面 的 等 式 改 写 为 
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(pw ó, – А.ш...) и, =0. (23.2) 
这 是 关于 未 知 量 u u u, 的 三 个 一 次 齐 次 方程 组 . 众所周知 ,这 组 方程 只 有 当 
其 系数 行列 式 等 于 零 时 有 非 零 解 , 即 方程 
ГА „6 一 pw ôn | = 0. (23.3) 
这 些 方程 确定 了 频率 与 波 矢量 的 关系 ,这 种 关系 通常 称 为 波 的 色散 关系 , 确 
定 它 的 方程 称 为 色散 方程 . 方程 (23. 3 ) 是 关于 w 的 三 次 方程 ,一 般 来 说 , 它 有 
三 个 不 同 的 根 o =, (k) ,就 是 色散 关系 的 三 个 分 支 . 将 其 中 的 每 一 个 根 依次 代 
回 到 方程 (23.2) 并 求解 , 即 得 到 这 些 波 的 位 移 矢 量 и 的 方向 ,就 是 通常 说 的 偏 
振 方向 (自然 ,由 于 方程 自身 的 齐 次 性 ,矢量 u 的 绝对 值 不 能 由 方程 (23.2) 确 
定 ,仍然 是 任意 的 )D. 具有 同一 个 波 矢 量 大 的 三 个 波 的 偏振 方向 相互 垂直 . 这 一 
重要 结果 ,也 可 以 由 把 方程 (23.3) 看 作 是 确定 二 阶 对 称 张 量 A. k k O 的 主 值 
方程 而 直接 得 到 ,因而 方程 (23.2) 也 就 确定 了 这 一 张 量 的 主 方向 . 众所周知 , 主 
方向 是 相互 垂直 的 . 但 是 ,一 般 来 说 ,这 些 方向 之 中 的 任何 一 个 ,对 于 大 的 方向 而 
言 , 即 不 是 纯 纵 向 的 ,也 不 是 纯 横 向 的 . 
波 的 传播 速度 ( 它 的 群 速 度 ) 由 下 面 的 导数 给 出 : 


=— (23.4) 


(参见 第 六 卷 , $67). 在 各 向 同性 介质 中 ,w(K) 与 绝对 值 大 成 正比 关系 ,因此 ,该 
速度 的 方向 与 波 矢 量 的 方向 一 致 . 而 在 晶体 中 并 非 如 此 ,一 般 来 说 , 波 的 传播 方 
向 与 波 矢量 的 方向 并 不 一 致 ,只 有 对 某 些 特殊 方向 (晶体 的 对 称 轴 方向 ) 矢 量 
k 和 U 才 是 共 线 的 . 

由 色散 方程 (23.3) 可 见 ,在 晶体 中 ,w 是 矢量 上 的 分 量 的 一 次 齐 次 函数 ( 如 
果 引 入 比值 w/k 作为 未 知 量 , 则 方程 的 系数 与 无 关 ). НИ, EBE U Е, ,k,,k, 
的 零 次 齐 次 函数 . 换 句 话说 , 波 的 传播 速度 是 它 的 方向 的 函数 ,与 频率 无 关 . 

如 果 我 们 在 大 - 空间 ( 亦 即 在 ,kk,,k, 坐标 中 ) 构 造 一 个 频率 的 等 值 面 
w(k) = const (对 于 色散 关系 中 的 任何 一 个 分 支 ) , 则 矢量 (23. 4) 的 方向 与 等 值 
面 的 法 线 方 向 相同 . 很 明显 ,如 果 等 值 面 处 处 都 是 凸 面 , 则 U 和 的 方向 之 间 的 
关系 是 单 值 的 :每 一 个 的 方向 对 应 一 个 确定 的 UU 方向 ,反之 亦 然 . 如 果 频 率 的 
等 值 面 非 处 处 是 凸 面 , 则 这 个 关系 变 为 非 单 值 的 关系 :每 一 个 的 方向 , 像 前 面 
说 的 那样 ,对 应 (在 给 定 色散 关系 的 分 支 上 ) 一 个 U0 的 方向 ,但 是 ,给 定 U 的 方 


”在 各 向 同性 物体 中 ,这 些 分 支 是 w=cik( 纵 向 偏振 波 ) 和 两 个 重 根 w=c,k, 对 应 于 两 个 独立 的 横 
向 偏振 波 . 
@ НЕКЕ ла, 的 对 称 性 质 , 有 
À ikim kaki = À kimiki = À mii Krki 
最 后 一 个 表达 式 与 第 一 个 的 区 别 只 是 便 标 符号 上 ,4, 亦 即 张 量 Auk k, 实际 上 关于 指标 i,m 是 对 称 的 . 
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向 ,可 能 存在 不 同 的 大 方向 . 
习 题 


习题 1 试 确定 在 立方 晶体 中 弹性 波 的 色散 关系 :(1) 波 在 立方 晶体 结晶 
面 (001) 中 即 立方 体 界面 上 传播 ;(2) 波 在 结晶 方向 [111] 即 立方 体 对 角 线 方向 
上 传播 . 

解 : 立 方 唱 体 不 为 零 的 弹性 模 量 有 入 ,,,, ЕЛ,,Л.,„ЕЛ,, А, ЕЛ, (№5 ЕП 
相等 的 由 x,y,z 中 其 它 指标 对 来 置换 指标 x,y 得 到 的 分 量 , 参 见 $ 10). 坐标 轴 
xy,z 沿 着 立方 体 的 核 边 . 

(1) 选取 (001) 面 作为 xy 平面 ,并 设 9 为 该 平面 的 波 矢量 上 和 x 轴 的 夹 角 ， 
构建 并 求解 色散 方程 (23.3) , 即 得 到 色散 关系 的 三 个 分 支 ; 


ро! 2 = 21А, +А, + [ (Л, -Л,)* -4(À, +À) (А, -л, - 2А, ) віп gcos 0] | , 


pos = Ask. 

第 三 个 分 支 的 波 是 沿 着 z 轴 的 横向 偏振 波 . 前 面 两 个 分 支 的 波 是 在 xy 平面 内 的 
偏振 波 . 从 对 称 性 考虑 ,很 明显 ,所 有 这 些 波 的 传播 速度 U =9w/6k 也 在 xy 平面 
内 ,因此 由 得 到 的 表达 式 计 算 它 是 足够 的 ， 

当 8=0(K 沿 x 轴 ) 时 ,有 

pwi = À К, роз = 和 Ai ， 

并 且 1 波 是 纵波 ( 沿 着 x 轴 偏 振 ) ,而 2 波 是 横 波 ( 沿 着 y 轴 偏振 )， 

当 8=T/4(K 沿 立方 体 界 面 的 对 角 线 ) 时 ,有 


ра = (А, +À: +2A3) 有， роз = 地 (A - As) Fk. 
其 中 1 波 是 纵波 ,而 2 波 是 横 波 ,并 在 xy 平面 内 偏振 . 
(2) 在 这 种 情形 下 , 波 矢量 的 分 量 и 色散 方程 的 解 是 


] 
ро? =P (А, +22, +4А,) , 


1 
роз 3 = (А, -А, +А,). 


其 中 1 波 是 纵波 ,2 波 和 3 波 是 横 波 . 


QD 在 结晶 学 中 记号 (hkm) 称 为 晶 面 指标 (或 密 勒 指数 ) ,用 它 来 表示 一 组 平行 晶 面 的 取向 ,h,k,! 是 

三 个 互 质 整 数 ,所 以 (001) 表 示 一 个 晶 面 ;而 [uvw] 称 为 晶 棱 指 标 ,用 它 来 表示 一 组 平行 直线 的 方向 ,u,v， 
w 亦 是 三 个 互 质 整数 ,所 以 [111] 表 示 一 条 直线 ,这 里 是 立方 品 体 的 一 条 对 角 线 . 详细 请 参阅 有 关 教 程 . 

一 一 译 者 注 
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习题 2 试 确定 六 方 唱 系 晶体 弹性 波 的 色散 关系 . 
解 :六 方 晶 系 有 五 个 独立 的 弹性 模 量 (参见 8$10 的 习题 1), 对 它们 引入 
5: 
=) =a, ЕВ L, =a 28, 
La shka ne, ku mkuu sd. K. É 
令 z 轴 的 方向 活着 六 次 对 称 轴 ,而 *,y 轴 的 方向 可 以 任意 选择 . 我 们 这 样 选取 xz 
平面 ,使 波 失 量 大 在 它 的 上 面 . 这 时 k. = ksin0,k = 0, А, = icosg, 其 中 0 是 大 与 
z 轴 的 夹 角 . 组 建 并 求解 方程 (23.3) ,得 到 
ро"! =k ( Ьѕіп20 + deos’ 0) , 


ро; з = P | asin`0 + fcos’ 0 + d + 


+ [( (а -d)sin'@ + (d -f)cos’0)? +4(c +d)’sin Gcos 0] |. 
3 0=0 时 ,有 
pola = d, роз = 大 大 
其 中 3 波 是 纵波 ,1 波 和 2 波 是 横 波 . 
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弹性 波 的 特殊 形式 是 在 介质 表面 附近 传播 而 不 穿 人 介质 深 处 的 波 ,就 是 瑞 
利 波 (J. У. Rayleigh ,1885 ) . 
写 出 形 如 式 (22. 11),(22. 12) 的 运动 方程 : 
Š ü _ уг =0 (24.1) 
ət 
(Rp u В uu, 中 的 任意 一 个 分 量 ,而 c 是 相应 的 速度 c, 或 “,) ,并 寻求 其 
适合 于 表面 波 的 解 . 假设 弹性 介质 的 表面 是 平面 ,就 把 它 选 作 xy 面 ,并 设 介质 对 
应 于 z<0 的 区 域 . 
我 们 来 研究 沿 着 x 轴 传 播 的 “平面 " 单 色 表 面 波 ,其 中 函数 u(t,x,z) 具 有 如 
下 形式 : 
u = е0 f(z) š 


АЕ А (=) WL Я /"=к f,B| Ла 


«= (# =). (24.2) 
WME д -w/e <0, 则 f(z) 是 周期 函数 , 亦 即 我 们 得 到 的 是 通常 在 介质 整个 体积 
内 不 消失 的 平面 波 . 因此 ,应 该 认定 已 -w' /ec >0, 而 且 < 为 实数 . 这 时 ,方程 具 
有 exp( + kz) 形 式 的 解 ,应 从 中 选取 z— - оо 时 的 衰减 函数 . 
这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 运动 方程 的 解 : 
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i( kx = wt) к= 


и = const ` e е“. (24.3) 

它 对 应 于 在 介质 内 部 迅速 ( 按 指数 ) 衰减 的 波 , 即 波 只 在 介质 表面 附近 传播 ,x 值 
决定 波 的 衰减 速度 . 

波 中 真实 的 位 移 失 量 u 为 矢量 u, 与 ,之 和 ,其 中 的 每 一 个 分 量 都 满足 方 
程 (24. 1),u, 的 速度 为 c=c,,u, 的 速度 为 c=c. 在 无 限 介质 中 的 体积 波 情 形 下 ， 
这 两 部 分 是 两 个 相互 独立 传播 的 波 . 而 在 表面 波 的 情形 下 ,再 像 这 样 的 把 它 分 为 
两 个 相互 独立 的 部 分 是 不 可 能 的 (由 于 存在 边界 条 件 ). ERE u 必须 是 矢量 
u, Жи, 之 确定 的 线性 组 合 . 关于 后 面 的 两 个 矢量 ,我 们 必须 指出 ,现在 它们 没有 
明显 的 平行 和 垂直 于 位 移 分 量 传播 方 向 的 意义 了 . 

为 了 确定 矢量 u, Жи, 的 线性 组 合 以 给 出 真实 的 位 移 由 ,必须 转向 确定 物体 
的 边界 条 件 . 由 此 确定 波 矢 量 大 和 频率 a 之 间 的 关系 ,因此 也 确定 了 波 的 传播 
速度 . 在 自由 表面 上 必须 满足 oan =0 的 条 件 . 因为 法 矢量 n 平行 于 z 轴 , 故 由 
此 得 出 以 下 条 件 : 


所 以 
us =0, и,=0, од(и,+и,) + (1-о)и,, =0. (24.4) 
因为 所 有 的 量 都 与 坐标 y 无 关 , 故 由 第 二 个 条 件 给 出 
1 /ðu, ды, 
и, Е вы 
由 此 并 考虑 到 式 (24.3) ,得 到 
и, =0. (24.5) 
因此 ,表面 波 中 的 位 移 矢 量 上 位 于 通过 传播 方向 并 垂直 于 表面 的 平面 上 . 
波 的 “横向 ”部 分 u, 应 满足 条 件 (22.8) , 即 Y и, =0 或 
ди, ди, 
“ах * 9: 
根据 式 (24.3) ,由 这 一 条 件 得 到 等 式 


liku, +ки, =0, 





=0. 


依 此 确定 比值 u,,/u.. 于 是 有 


РЕР а и, = = ікае" "Т (24.6) 
AP a 是 常数 . 
波 的 “纵向 "部 分 и, 满足 条 件 (22.9), 即 V хи, =0 或 
ди, ди. 
az ax 
由 此 
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这 样 一 来 ,就 有 
We Se к", (24.7) 
式 中 5b 是 常数 . 
现在 利用 条 件 (24.4) 中 的 第 一 和 第 三 式 , 将 wi 通过 uw 的 导数 表示 ,并 引入 
速度 c, 和 ,这 些 条 件 即 可 改写 为 





ди, ди, 

д2 ax ` 
‚ Qu А ди 
‚ -一 26. )—=0. ? 
с! s + (с, Е.) т 0 (24.8) 


在 上 式 中 代 人 下 式 : 
и. = и. + и, 1, = и. + Uu... 
最 后 ,由 式 (24.8) 中 的 第 一 个 条 件 给 出 方程 : 
alk? +<) +2к, =0, (24.9) 
由 第 二 个 条 件 导 出 等 式 : 
2ac K k+b[c (к-Ё) +2eik ] =0， 
或 
2ak,k +b( kK +) =0. (24. 10) 
由 两 个 齐 次 方程 (24.9) 和 (24. 10) 的 相 容 性 条 件 给 出 
(А t)? =4k K, Ko 
或 两 边 平方 并 代入 к, 和 к, 的 值 ,得 
(2 -等 ) вее 6) е 5). (24.11) 


上 面 的 方程 确定 了 o W k ЮЕ. 显然 = const ` А. 为 了 确定 比例 系数 ， 
将 这 一 关系 写 为 


ë =e ke. (24. 12) 
这 时 ,展开 括号 并 约 去 公共 因子 达 ,我 们 就 得 到 了 关于 二 的 方程 : 
g -sẹ +8 (3-25) -16(1 - =) =o. (24.13) 
Ci с, 


由 此 显 见 ,é 的 数值 只 与 比值 c,/c, 有 关 , 而 这 一 比值 乃 是 每 一 个 给 定 物质 的 某 些 
固有 特性 ,并 且 它 本 身 也 只 与 泊 松 比 有 关 : 


с? 1 -20 


с! 201 -0 ) 


自然 ,é ТЕЗ, ЗЕН £ <1( AE k.,k, Э). 满足 这 些 条 件 时 ,方程 
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(24. 13) 只 有 一 个 根 . 所 以 ,对 于 每 一 个 给 定 的 с/о 值 , 总 共 就 得 到 一 个 确定 的 
¿ (8. 

这 样 一 来 ,对 于 表面 波 ,也 像 体积 波 一 样 ， 
频率 正比 于 波 矢 量 . 它们 之 间 的 比例 系数 是 波 
的 传播 速度 : 

И=её. (24. 14) 
依 此 ,表面 波 的 传播 速度 就 可 以 通过 体积 波 的 
横 波 和 纵波 的 速度 c 和 с, 来 确定 . 横 波 和 纵波 
的 振幅 之 比值 由 值 按 下 面 的 公式 给 出 : 
Е . _ «И (24. 15) 
EO aie 
对 于 不 同 的 物质 ,比值 e,/e, 的 实际 大 小 在 1⁄2 
到 0 的 范围 之 间 变 化 ,相应 的 og 在 0 到 1/2 Я 





变化 . 这 时 上 的 变化 范围 是 从 0. 874 到 0. 955. 图 21 
在 图 21 上 给 出 了 与 o 的 关系 图 . 
2) 题 


Ям 有 一 厚度 为 h( 介 质 1) 的 平面 平行 层 位 于 弹性 半空 间 ( 介 质 2) 上 面 . 
试 确定 平行 层 内 振动 方向 与 层 边界 平行 的 横 波 之 频率 和 波 矢量 之 间 的 关系 . 
解 :选取 平行 层 与 半空 间 的 分 界面 作为 xy 平面 ,并 且 , 弹 性 半空 间 对 应 于 
z <0 ,而 平行 层 中 ,h 宇 z 三 0. 在 层 内 ,有 
B= Е 27 B А 
而 在 介质 2 中 ,我 们 把 在 深度 上 衰减 的 波 写 为 : 
из =u, =0, ш =Аее "7", к, = 人 == 
{тж /(z) 有 如 下 方程 : 
2 
и фр. 45 
paipu ag] 
(下 面 我 们 会 看 到 ,应 使 ki >0) ,由 此 有 
f(z) = Взштк, = + Ссозк, 2. 


在 平行 层 的 自 由 边界 (z = 及 ) 上 ,必须 有 T y =0, FP ðu, /ðz =0. 而 在 两 个 介质 之 间 


1/2 


Ф ЧА (24.11) 化 为 (24.13 ) 时 ,丢失 了 w? =0 8 (к, = к, =k) ,这 与 值 &=0 相 适 应 ,同时 满 
足 条 件 上 <1. 但 是 ,由 方程 (24.9) 和 (24. 10) 显 见 ,这 些 根 与 等 式 a = - 少 相 符合 ,因此 全 位 移 下 = 本 十 
u, =0, 即 根本 就 没有 运动 . 
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的 界面 上 (z=0) 有 下 面 的 条 件 : 


ди. Qu 
и 2и, Mi = 


(шш 是 两 种 介质 的 剪 切 模 量 ). 由 这 些 条 件 得 到 关于 4,B,C 的 三 个 方程 ,由 
这 些 方程 的 相 容 性 条 件 给 出 








MB. K; 

шк, 

该 方程 以 隐 式 形式 确定 了 中 与 大 的 关系 , 它 只 有 在 K| 和 ma 为 实数 时 有 解 ,因而 
总 有 cs >o/k >с. 由 此 可 见 , 该 波 的 传播 ,只 有 在 ca >c 的 条 件 下 才 有 可 能 . 
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在 薄板 和 杆 中 传播 的 波 与 在 各 向 无 限 介质 中 传播 的 波 , 有 着 本 质 的 区 别 . 这 
时 我 们 所 说 的 波 , 其 波长 远 远 大 于 杆 或 板 的 厚度 . 相反 的 极限 情形 是 波长 远 小 于 
杆 或 板 的 厚度 ,这 时 一 般 可 以 把 杆 或 板 看 作 是 各 向 无 限 的 ,并 且 我 们 又 重新 得 到 
在 无 限 介质 中 存在 的 关系 . 

必须 区 别 发 生 在 平行 于 杆 轴 或 板 平面 方向 振动 的 波 与 垂直 振动 的 波 . 我 们 
首先 从 研究 杆 中 的 纵波 开始 . 

若 在 杆 的 侧 表面 上 没有 任何 外 力作 用 , 则 杆 的 纵向 形变 (截面 沿 杆 长 是 均 
匀 的 ) 是 简单 拉 伸 或 压缩 . 这 样 一 来 ,在 杆 中 的 纵波 是 沿 杆 长 传播 的 简单 拉 伸 或 
压缩 . 但 是 ,在 简单 拉 伸 时 ,应 力 张 量 中 只 有 分 量 o. 不 为 零 (z 轴 沿 着 杆 长 ) , 它 
与 应 变 张 量 的 关系 (参见 8 5) 3⁄3 





tan к,й = 


ди, 
о. = Eu, =Е —. 
92 


将 该 式 代 人 一 般 运 动 方程 


„99.4 
и. = , 
p z 9х, 





得 到 (25.1) 
} а Еа ; 


这 就 是 杆 中 的 纵向 振动 方程 ,我 们 看 到 , 它 具 有 通常 波动 方程 的 形式 . 纵波 在 杆 
中 传播 的 速度 等 于 





(2). (25.2) 


将 该 式 与 с, 的 表达 式 (22.4) r 8 ИПА, ЕЛУ T fE XG R fr И BJ ГЕЗ 
速度 . 
我 们 现在 转 到 薄板 中 的 纵波 . 对 于 这 种 振动 的 运动 方程 可 以 立刻 写 出 来 ,这 
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只 需 在 平衡 方程 (13.4) 中 ,以 -ph аи КР, MP, 即 可 ,于 是 有 





дг? 
рб. 1 дш 1 дз 1 ёи, 
Е a 1-0’ ах 2(1 +0) ду’ 2(1-9) ðxðy’ 
р. д?и, 1 du, 1 du, 1 Fu, 





MEE. 2 PN: ЗЕБ. 1 5. 25.3 
E a 1-0’ әу 2(1+c) әх 2(1-0) Әхду ; ) 


现在 来 研究 沿 着 x 轴 传 播 的 平面 波 , 即 在 这 种 波 中 形变 只 与 x 坐标 有 关 , 而 与 y 
坐标 无 关 . 这 时 方程 (25. 3 ) 得 到 了 极 大 的 简化 ,并 具有 如 下 形式 : 

г, и бы ба ж Ph. 

— - 一 一 过 =0， Si iwa p=. =0. (25.4) 
这 样 一 来 ,我们 又 一 次 得 到 了 普通 的 波动 方程 . 式 中 的 系数 ,对 于 u, 和 是 不 
同 的 . 振动 时 平行 于 传播 方向 的 波 (u,) ,其 传播 速度 等 于 

E 1⁄2 
51-2) (25.5) 

而 振动 时 垂直 于 传播 方向 (但 仍 处 于 板 平面 内 ) 的 波 (uw, ) ,其 波 速 等 于 无 限 介质 
中 的 横 波 波 速 c. 

由 此 可 见 , 杆 和 板 中 的 纵波 与 无 限 介 质 中 的 波 , 具 有 同样 的 特性 ,区 别 只 是 
速度 (依旧 与 频率 无 关 ) 不 同 . 对 于 杆 和 板 中 的 弯曲 波 ,得 到 的 完全 是 另外 一 种 
关系 ,在 这 种 情形 时 ,振动 发 生 在 垂直 于 杆 轴 或 板 平面 的 方向 上 , 即 伴随 杆 或 板 
的 弯曲 . 

板 的 自由 振动 方程 可 以 在 平衡 方程 (12. 5) 的 基础 上 直接 写 出 来 . 为 此 , 必 
须 用 加 速度 与 板 在 单位 面积 上 的 质量 ph 之 乘积 代替 式 中 的 - P. 这 样 一 来 ,我 
们 便 得 到 

a EEE R 
p%$ +g V Vt=0 (25.6) 
( 式 中 V? 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 ). 
现在 来 研究 单 色 弹性 波 ,并 相应 地 寻求 方程 (25.6) 的 解 ,其 形式 为 


E EE 7770 (25.7) 
(自然 , 波 矢量 大 总 是 有 两 个 分 量 :大 M k) 将 其 代 人 式 (25.6) , 则 得 到 方程 
-po + = 0. 
由 此 得 到 频率 与 波 矢 量 之 间 的 如 下 关系 : 
D 1/2 _ š ҺЕ 1/2 
а ыл no 


由 此 可 见 ,频率 与 波 矢量 绝对 值 的 平方 成 正比 . 而 在 无 限 介质 中 的 波 ,频率 与 波 
矢量 绝对 值 的 一 次 方 成 正比 . 
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知道 波 的 色散 关系 后 ,就 可 以 根据 公式 (23.4) 求 出 波 的 传播 速度 ,在 现在 

的 情形 下 ,我们 得 到 
ҺЕ 1/2 
|5] k. (25.9) 

由 此 可 见 , 弯 曲 波 沿 板 的 传播 速度 与 波 矢量 ( 波 数 ) 成 正比 ,而 不 像 在 三 维 无 限 
介质 中 的 波 那 样 是 常量 出 . 

对 于 细 杆 的 弯曲 波 也 会 得 到 类 似 的 结果 . 假设 弯曲 振动 是 小 的 . 在 小 挠 度 弯 
曲 杆 的 平衡 方程 (20.4) 中 ,将 力 -KK,, -К, 代 以 加 速度 X,Y 与 单位 长 度 杆 的 质 
量 pS(5 为 杆 的 截面 面积 ) 之 乘积 , 便 得 到 运动 方程 . 由 此 ,有 
aX aY 








pŠX = ЕІ, =. pSY = ЕІ, i (25.10) 
у Z 5 
我 们 重新 寻求 这 组 方程 如 下 形式 的 解 : 
Х = сопзі • ett У = сопзі = © : 
并 得 到 沿 x 轴 和 7 轴 振 动 的 色散 关系 如 下 ; 
| ЁГ ws Аы 
в „|| №, ps E. 25.11 
jj (=) > (2) Š : 
相应 的 传播 速度 : 
"U El, 1⁄2 вв. : ЕІ, 1/2 
U” = [= k, Ш 57 k. (25.12) 


最 后 ,我 们 来 研究 杆 的 扭转 振动 . 当 杆 受到 扭转 形变 时 , 杆 的 运动 方程 可 由 
ЗК Сат/аг( £ М, $16, 8$18) 等 于 单位 长 度 杆 的 动量 矩 对 时 间 的 导数 得 到 . 
该 动量 矩 等 于 plaepyat, 其 中 eat 是 旋转 角速度 (op 是 给 定 截面 的 旋转 角 ) ,而 

7 = | +y df 


为 杆 截 面 关 于 惯性 中 心 的 惯性 矩 (在 纯 扭 转 振动 时 ,每 个 截面 都 将 绕 杆 中 保持 
静止 的 惯性 轴 作 旋转 振动 ). 写 出 = gp/az, 即 可 得 到 如 下 形式 的 运动 方程 : 


ёф. дф 
Се р. (25.13) 
由 此 可 见 ,扭转 振动 沿 杆 的 传播 速度 等 于 
б 1/2 
5) ; (25. 14) 
5 题 


习题 1 试 确定 杆 ( 长 度 为 1) 的 纵向 固有 振动 频率 , 杆 的 一 端 固 支 ( 夹 紧 固 


Q) 波 矢量 ( 波 数 )k=2m/A, 其 中 入 是 波长 , 因此 ,根据 式 (25.9), 当 入 一 0 时 ,速度 如 就 应 无 限 地 增 
加 . 实际 上 这 个 结果 是 毫 无 实际 意义 的 ,因为 公式 (25.9) 不 适用 于 波长 过 短 的 情形 。 = 
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定 ) , 另 一 端 自由 . 
解 :在 固定 端 (z =0) 应 有 uu,=0, 而 在 自由 端 (z =1) 有 og = Eu, =0, № 
9u./9z =0. 我 们 寻求 方程 (25. 1) 的 形式 为 下 式 的 解 ; 
и, = Асоѕ( wt + a )sinkz, k=o[2) 
W z=] 时 со» = 0 的 条 件 得 到 固有 频率 
s= (2) ит 
p 21 
(n 为 整数 ). 
习题 2 同 习 题 1 ,但 是 杆 的 两 端 都 自由 ,或 两 端 都 固定 . 
答案 :在 这 两 种 情形 下 均 有 


З Е ат 

о = (2) 1 

习题 3 试 确定 弦 ( 长度 为 1) 的 固有 频率 . 
解 : 弦 的 运动 方程 : 

aX р5 9Х _ 

д2 T ət 9 

(参见 平衡 方程 (20.17)). 边界 条 件 : 当 z=0,l 时 ,X=0. 由 此 得 到 固有 频率 : 
_ (9$ ат 
«= [т 过 


习题 4 试 确定 两 端 固 支 ( 夹 紧 固定 ) 杆 (长 度 为 1) 的 横向 振动 加 有 频率 . 
解 :将 式 
X =X,(z)cos(wt +a) 
代入 方程 (25. 10) 后 , 即 得 到 





d` X, Р à 2 pS 
FE =K Xos K =O FI 


该 方程 的 一 般 积 分 是 
X, = Acosxz + Bsinkz + Ссозћк= + Озшйк:. 
常数 4A,B,C,D KARRAR: X =0,18,Х =0,dX/dz=0. 结果 得 到 
X, =А] (sinkl — sinhk!l) ( cosxz — cosh<z) — ( созк! — coshx!) 
(sinz — sinhx<z ) | 
和 方程 
cosxleoshkl = 1, 
由 该 方程 的 根 给 出 振动 的 固有 频率 . 其 中 最 小 的 固有 频率 为 
_22.4 El, 
= Г ps 





w 
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习题 5 同 习 题 4, 但 是 , 杆 的 两 端 是 简 支 的 . 
解 : 类 似 问题 4 的 解 , 最 后 结果 : 
X, =Азшка, 
而 频率 由 sinkL =0 确定 , 即 


«= (n =l 2 ss ¿y 
最 小 频率 是 
-9.87 El, 
min Ë PS ` 


习题 6 同 习题 4, 但 是 , 杆 的 一 端 固 支 , 另 一 端 自由 . 
解 :对 于 位 移 ,我 们 得 到 
X, = А! ( созкЕ +coshxl) (coskz – coshkz) + (sinkl — ѕіпһкі) (sinkz — зтВк2) | 
(在 z=0 端 固 定 ; 在 z=1 端 自由 ) ,固有 频率 方程 
соѕкісоѕћкі +1 =0, 
最 小 频率 
_3.52 EL 
min P pŠ ` 
习题 7 iX # £ vg9 ib M) £ 433 (b K 2 a áe b) аъ). 
解 : 将 式 





а 


С = “a(x, y)cos(wt +a) 
代入 方程 (25$.6) 后 , 即 得 到 


2 
У, -к 0 =0, к w HRL т 2 ыы ) 





ҺЕ 
将 板 边 选 为 坐标 轴 . 边界 条 件 (12. 11 ) 现 在 表示 为 : 
2 
¿£ =0, AE я-0;а, 
âx 





Fi=0, 0 у=0.5, 
oy 


满足 这 些 条 件 的 解 是 


ттх. пту 
sin 一 一 


Zu = Asin , 





(m,n 是 整数 ) ,而 频率 由 下 面 的 等 式 确定 : 


a Eh a т\ аҳ? 
ТРЫ lal +[;) | 
习题 8 试 确定 矩形 膜 ( 边 长 为 a 和 6b) 振动 的 固有 频率 . 
解 : 膜 的 振动 方程 
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T V2¿ =ph¿ 
(比较 平衡 方程 (14.9) ). 膜 的 边 必须 是 固定 的 ,所 以 =0, 相应 于 矩形 膜 的 解 是 





¢ =А sin 全 ПТУ ово, 
а b 
РЕЖ Ж 
Т j m` n 
ит (тЫ 
(m,n 是 整数 ). 


习题 9 试 确定 圆 形 , 椭 圆 形 ,等 边 三 角形 和 狭 短 形 (长 条 薄 壁 杆 ) 截 面 杆 捏 
转 振 动 的 传播 速度 . 

解 :对 于 圆 截 面 (半径 为 尺 ) 杆 ,惯性 矩 了 =TR /2, 捏 转 刚 度 C 可 取 自 $16 
的 习题 1 ,得 到 速度 值 为 (jw/p)'”, 它 与 c, 相同 . 

类 似 地 (利用 $16 习 题 2-4 的 结果 ) 得 到 椭圆 截 面 杆 的 速度 





2ab 
7 5С, , 
а +b 
ОЕ ИЖЕ, АЯ 
(3/53), 
ТЕ О, АЯ 
2 —с 


所 有 这 些 速度 全 都 小 于 c, 

习题 10 在 无 限 深 度 的 不 可 压缩 液体 的 表面 上 覆盖 一 个 弹性 薄板 . 试 确定 
当 波 沿 薄 板 和 液体 表层 同时 传播 时 波 矢量 和 频率 之 间 的 关系 . 

解 :选取 板 平面 作为 =0 的 平面 ,而 x 轴 沿 波 传 播 的 方向 . 设 液 体 所 在 区 域 
相对 于 z<0 一 侧 . 自由 板 的 运动 方程 为 


Ft oe 
( с 0: р 
Po of Ox 


(po 为 薄板 材料 的 密度 ). 当 存 在 液体 时 ,在 方程 的 右面 应 该 增加 一 项 液体 作用 
于 板 面 单位 面积 上 的 力 , 即 液体 的 压力 р. 但 是 ,在 波 中 压力 可 以 通过 速度 势 表 
TA p= -—-pà@/Ət( 息 略 重力 场 ), 由 此 得 到 方程 

-D kp Е (1) 
其 次 ,在 液体 表面 上 ,液体 速度 的 法 向 分 量 必须 等 于 板 上 同一 点 的 速度 ,由 此 得 
到 下 面 的 条 件 : 


рой 





(2) 
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势 p 必须 在 液体 的 全 部 体积 内 满足 方程 


ее... (3) 
0х 92 


寻求 形式 为 《=Loe” “的 行 波 . 据 此 ,我 们 取 方 程 (3) 的 解 为 沿 着 液体 深度 豪 
减 的 表面 波 

Фф = а, 
将 该 表达 式 代入 式 (1) 和 (2) , 即 得 到 关于 wo 和 如 的 两 个 方程 由 方程 的 相 容 
性 条 件 得 到 
ГРЫ 


*=D 
е р + hpk 
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上 面 论述 的 整个 弹性 振动 理论 都 是 近似 的 ,是 基于 胡 克 定律 的 弹性 理论 那 
样 意义 上 的 近似 . 注意 ,这 一 理论 的 基础 是 把 弹性 能 展 为 应 变 张 量 的 震级 数 ,并 
目 保留 到 二 次 项 为 止 . 因此 ,应力 张 量 分 量 就 可 以 表示 为 应 变 张 量 分 量 的 线性 函 
数 ,同时 运动 方程 也 是 线性 的 . 

在 这 种 近似 时 ,弹性 波 最 显著 的 特点 是 ,任何 波 都 可 以 表示 为 各 单 色 波 的 简 
单 秋 加 ( 即 线性 组 合 ) 形 式 . 每 一 个 单 色 波 都 各 自 独 立 的 传播 ,也 可 以 不 伴随 任 
何 无 关 的 运动 而 单独 存在 . 可 以 说 ,同时 在 同一 种 介质 中 传播 的 不 同 单 色 波 彼 此 
“不 相互 作用 

可 是 ,所 有 这 些 特性 在 进行 下 面 的 近似 时 全 都 消失 了 即使 下 面 近似 的 效应 
是 小 的 ,但 对 于 某 些 现象 仍然 能 够 起 着 主要 的 作用 . 由 于 这 些 效应 对 应 的 运动 方 
程 是 非 线 性 的 ,也 不 可 能 有 简单 的 周期 (调和 ) 解 ,所 以 通常 称 为 非 谐 效应 . 

这 里 ,我 们 考虑 由 弹性 能 中 形变 的 立方 项 所 引起 的 三 次 非 谐 效 应 . 相应 运动 
方程 的 一 般 形 式 是 很 烦琐 的 . 但 是 ,我 们 可 借助 于 下 面 的 论证 来 阐述 非 谐 效 应 的 
特性 . 弹性 能 中 的 立方 项 给 出 应 力 张 量 的 平方 项 ,因此 ,在 运动 方程 中 也 有 平方 
项 出 现 . 设想 在 这 些 方程 中 ,所 有 的 线性 项 都 移 到 了 等 式 的 左边 ,而 二 次 项 都 移 
到 了 等 式 的 右边 ， 用 逐次 近似 法 求解 这 些 方程 ,我 们 应 在 第 一 次 近似 中 舍弃 所 有 
的 二 次 项 . 这 时 , 剩 下 的 就 是 通常 的 线性 方程 了 , 它 的 解 u, 可 以 用 const - 
er-o0 形 式 的 单 色 行 波 的 一 加 来 表示 ,每 一 个 单 色 波 的 w 和 大 之 间 都 有 确定 
的 关系 . 接 下 来 作 第 二 次 近似 ,这 时 应 置 w= Wo чи, ,并 且 在 方程 的 右边 (平方 项 
一 边 ) 仅 保留 u, 项 . 因为 按照 规定 ,wo 满足 没有 右 端 项 的 齐 次 线性 方程 , 故 在 等 
式 的 左边 部 分 带 有 u, 的 项 相互 约 减 ,结果 我 们 得 到 关于 和 拓 量 u, 之 分 量 的 非 齐 
次 线性 方程 组 ,位 于 方程 右边 的 是 关于 坐标 和 时 间 的 已 知 嚼 数 ， 这 些 在 原 方程 右 
К и 而 得 到 的 函数 是 一 个 和 式 ,其 中 的 每 一 项 都 正比 于 形 为 
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еба 50-0600) рр el (ki +k) е (ei twa)! 的 因子 ,这 里 ыы ТЕ Е ВН 
个 单 色 波 第 一 次 近似 的 频率 和 波 矢量 . 

众所周知 ,这 种 形式 的 线性 方程 的 特定 积分 ,是 在 方程 自由 项 ( 右 端 ) 中 具 
有 同样 指数 因子 (并 带 有 适当 选取 的 系数 ) 项 之 和 . 其 中 的 每 一 项 都 对 应 于 一 个 
具有 频率 w to, MERE К, +k, 的 行 波 (等 于 原来 各 波 频 率 的 和 或 差 的 频率 
称 为 组 合 频 率 ). 

这 样 一 来 ,由 三 次 非 谐 效应 得 到 的 结果 ,是 在 基本 单 色 波 (具有 频率 w, 
о, ‚НИИ ЖК К, ,k,,…) 的 集合 上 ,再 合 加 上 某 些 弱 强度 “ 波 " ,这 些 弱 波 的 组 
合 频 率 形 如 o, + о, ,而 组 合 波 矢 量 形 如 大 +k, 这 里 ,我 们 把 它们 称 为 带 引 号 的 
“ 波 ” ,是 因为 它们 只 是 一 些 修正 效应 ,并 且 不 能 够 单独 存在 ( 某 些 特殊 情形 除 
外 , 见 下 面 ). 一般 来 说 ,w, +, 5 k, +k, 之 间 , 不 满足 通常 在 单 色 波 中 存在 的 
那 种 频率 与 波 矢量 之 间 的 关系 . 

但 是 ,很 明显 ,在 特别 选取 的 о,,К, 和 w,,k, 值 时 ,使 ww +o, 5 k, +k, Z 
间 ( 为 了 确切 起 见 ,我 们 将 只 讨论 和 ,而 不 讨论 差 ) 在 给 定 介 质 中 满足 单 色 波 存 
在 的 关系 中 的 一 个 是 可 能 的 . 引入 记号 os =o, + o, М k, = k, + К, , Ж ПМЖ 
观点 上 可 以 认为 o, ,后 对 应 于 满足 第 一 次 近似 的 齐 次 线性 运动 方程 (无 右 端 项 ) 
的 波 . 如 果 在 第 二 次 近似 时 运动 方程 的 右边 存在 具有 同样 o, ,上 并 与 etr e 
成 比例 的 项 , 则 如 所 周知 ,这 些 方程 的 特定 积分 将 是 具有 同样 频率 而 振幅 随 着 时 
间 无 限 增 大 的 波 . 

这 样 一 来 , 当 两 个 单 色 波 о, К, 和 o, ,大 ЛС РУ о, ‚К, 满足 上 述 的 
条 件 ) 时 ,由 于 非 谐 效应 而 引起 共振 现象 , 亦 即 产生 现在 的 新 单 色 波 wka Z J 
幅 随 着 时 间 的 增加 而 增 大 ,直到 最 后 也 不 再 变 小 了 . 显然 ,如 果 在 全 加 波 о, К, 
和 о, „К, 时 产生 波 w,k;, 则 在 全 加 波 wo ,k， 和 о, k, 时 也 将 发 生 共 振 ,并 出 现 
波 o, =w, – о, ‚К, =k, – К, ,而 在 到 加 波 o, ,大和 о, ,有 时 ,也 将 产生 波 о, k. 

特别 是 ,在 各 向 同性 物体 中 ,可 借助 于 w=ck 或 w=ck 将 w 和 联系 起 
来 ,而且 с> с. 不 难看 出 ,在 这 种 情形 下 ,这 些 关系 中 的 任何 一 个 ,对 于 三 个 波 
(wk ;о, ‚К, о, = м, +9, ,К, =k +k,) 中 的 每 一 个 都 能 成 立 . 如 果 К, М К, h 
方向 不 相同 , МК, <k, + А, ВА, НН а, ВЕН К,А, 只 能 在 下 面 的 两 种 情形 
下 发 生 共 振 :(1) о, 和 w, k, ЕЕ, Шо,,К, 是 纵波 ;(2) o ,大 во, k, 
中 有 一 个 是 纵波 , 另 一 个 是 横 波 ,而 оз, К, 是 纵波 . 如 果 矢 量 k, A k, 的 方向 相 
同 , 则 在 三 个 波 全 都 是 纵波 或 全 都 是 横 波 的 情形 时 即 可 发 生 共 振 ， 

引起 共振 现象 的 非 谐 效应 不 仅 在 某 些 单 色 波 合 加 时 发 生 , 而 且 , 在 有 的 情况 
下 ,总 共 只 有 一 个 波 w ,k, 时 也 能 发 生 . 在 这 种 情形 下 ,在 运动 方程 的 右边 有 与 
e “9 成 比例 的 项 . 但是, 如果 о, ,k, 满足 通常 的 关系 式 , 则 (由 于 这 是 一 次 
齐 次 关系 式 ) 2w, ,2k, 也 满足 这 一 关系 式 . 这 样 一 来 ,除了 已 存在 的 单 色 波 о, 
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К 之 外 , 非 谐 效应 还 导致 出 现 了 有 具有 二 倍 频率 和 二 倍 波 矢量 (2w, ,2k, ) 的 波 ,而 
目 这 个 波 的 振幅 随 着 时 间 的 增加 而 增 大 . 

最 后 ,我 们 简单 地 谈 谈 ,如 何 建立 考虑 非 谐 项 的 运动 方程 . 现在 ,应变 张 量 必 
须 由 完全 的 表达 式 (1.3) 确 定 : 

1 / ди, дш, ðu, ди, 
a В 

在 该 式 中 不 可 以 忽略 u, 的 平方 项 . 其 次 ,对 于 已 知 对 称 的 物体 ,能 量 密度 z 的 
一 般 表达 式 应 该 写成 标量 形式 ,这 些 标量 是 由 张 量 wi, 的 分 量 和 一 些 表征 物体 材 
料 特性 的 常 张 量 组 成 ,其 中 包含 的 项 应 达到 所 希望 的 客 次 . 然后 ,将 关于 wi 的 
表达 式 (26. 1) 代 入 ,并 弃 去 u, 的 过 高 笑 次 的 项 ,我 们 便 得 到 能 量 e, 它 是 导数 
9u,/9x, 的 函数 ,并 具有 所 希望 的 精度 . 

为 了 得 到 运动 方程 ,我 们 注意 下 面 的 结果 . 变 分 де 可 以 写 为 


дє ди, 


(26.1) 





ðE 
= 26. 
Ри а( ди,/дх, ) ` (26.2) 
改写 де 为 如 下 形式 : 
дӧи, Әд дс 4 
ÔE = 0 w je Patin) - би, “W 


式 中 - би, 的 系数 是 物体 单位 体积 上 之 合 应 力 的 分 量 ,它们 具有 和 以 前 一 样 的 形 
式 . 因此 运动 方程 依然 能 够 写 为 
IT i 
дх, ° 
RP р, 是 物体 未 形变 时 的 密度 ,而 张 量 分 量 о, ,现在 按 式 (26.2) 由 具有 希望 精 
度 的 来 确定 . 张 量 cx 现在 不 是 对 称 的 . 

我 们 着 重 指出 ,现在 这 里 wx 已 不 再 具有 动量 通 量 密度 (应 力 张 量 ) 的 意思 . 
在 通常 的 理论 中 , 这样 的 解释 是 由 物体 的 体力 密度 (单位 体积 的 合 应 力 ) 
3904/9x, 按 物体 体积 积分 而 得 出 的 . 在 这 种 情形 下 ,主要 的 是 ,积分 时 我 们 没有 
区 分 形变 前 与 形变 后 物体 上 点 坐标 的 不 同 ,忽略 了 它们 之 间 的 差别 . 但 是 ,在 转 
入 随后 的 近似 时 ,这 样 的 忽略 变 为 不 可 能 了 ,而 且 , 限 定 积分 区 域 的 表面 与 所 研 
究 物体 形变 以 后 的 区 域 的 真实 表面 是 不 一 样 的 . 

在 $2 中 已 经 指出 , 张 量 wx 的 对 称 性 与 动量 矩 守恒 相 联系 . 现在 ,这 个 结论 





(26.3) 


Pot: = 


Ò НАПИШИ. ПЖ АВЕ Р, р 93 РЕН fa] 88 ХА Bg 5000. 
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不 再 成 立 , 这 是 因为 动量 矩 密度 不 应 写 为 x, 立 , — x, ü ,, ШИ 
(x +u,)ú,-(x,+u,) ú ,. 
2] 题 

习题 “ 试 将 各 向 同性 物体 弹性 能 的 一 般 表 达 式 写成 三 次 近似 形式 . 

解 : 由 二 阶 对 称 张 量 的 分 量 可 以 组 成 两 个 平方 标量 (t 尼 和 wi) 以 及 三 个 立方 
MNC Kuya um ): иж, 包含 Lu 二 次 等 和 三 次 辕 的 项 并 具有 标量 系数 
(各 向 同性 体 1) 的 标量 表达 式 的 最 一 般 形式 ,是 

E =u, т E 17] un + Sway + Buiu + < 


(zz 和 za 前 面 的 系数 通过 压缩 模 量 和 剪 切 模 量 表示 ;4,B,C 是 三 个 新 的 常数 ). 
将 ui 的 表达 式 (26. 1) 代 入 上 式 , 并 保留 到 三 次 项 , 则 得 到 如 下 形式 的 弹性 能 : 


Qu, ди, 
и =) |= е ш), 
ди, дш, ди ди, | ди,\ 
i дх, Əx, дх, 2 3 J ах, \ Ox, 
А ди; ди, ди, В ди, дш, дш Cou, 4 
| | 


ti sa ña к 2 Әх, Әх, Әх, ах, 


$27 存在 位 错时 的 弹性 形变 


在 晶体 中 弹性 形变 不 仅 与 作用 其 上 的 外 力 有 关 , 而 且 与 其 结构 内 部 的 缺陷 
有 关 . 对 于 晶体 的 力学 性 质 来 说 ,存在 缺陷 的 主要 形式 是 所 谓 的 位 错 . 从 原子 ,分 
子 的 观点 来 研究 位 错 自然 不 在 本 书 计划 之 内 . 我 们 这 里 仅 从 弹性 理论 的 观点 对 
这 一 现象 进行 纯 宏 观 方面 研究 .但 是 ,为 了 更 好 地 理解 所 得 到 关系 式 的 物理 意 
义 ,我 们 预先 用 两 个 简单 的 例子 从 晶体 品格 结构 的 观点 来 说 明 存 在 位 错 缺 陷 的 
性 质 . 

设想 在 晶 格 (截面 表示 在 图 22 上 ) 中 移 人 一 个 “附加 的 (多 余 的 ) "晶体 半 平 
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图 220 


© ”本 音 是 与 科 谢 维 奇 (A. М. Косевич) 共同 编写 的 . 
© ”在 俄 文 原 版 中 ,图 22 只 有 图 (a) ,图 (b) 是 为 了 便于 阅读 由 译 者 加 的 .图 (a) 可 以 看 作 是 品 体 的 
晶 格 结构 图 ,图 (b) 是 发 生 了 位 错 的 唱 格 结构 图 . 一 一 译 者 注 
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面 (在 图 上 跟 上 半 平 面 yz 重合 ). 在 这 种 情形 下 ,该 半 平 面 的 边缘 线 (垂直 于 图 
平面 的 z 轴 ) 称 为 刃 型 位 错 . 在 直接 邻近 位 错 的 附近 , 晶 格 结构 的 畸变 是 非常 大 
的 ,然而 ,在 几 个 晶 格 周期 数量 级 的 距离 上 晶 面 彼此 已 经 几乎 按 正 确 的 方式 结合 
Y. 但 是 ,即使 是 远离 位 错 ,形变 也 存在 . 它 清楚 地 显示 , 当 在 ху 平面 (图 (b) ) Е 
按 着 晶 格格 点 沿 闭合 回路 环绕 坐标 原点 绕 行 一 周 时 ,如 果 每 个 格 点 离开 它 在 
理想 晶 格 位置 的 位 移 由 矢量 u 确定 , 则 在 绕 行 时 ,该 矢量 的 总 增 量 将 不 为 零 ,而 
等 于 沿 x 轴 的 一 个 品格 周期 的 矢量 . 

其 它 类 型 的 位 错 也 可 以 直观 地 想象 为 用 半 平 面 晶 格 “ 切 开 "的 结果, 然后 ， 
切口 两 边 的 晶 格 部 分 在 切口 边缘 彼此 相对 平行 地 滑 移 一 个 晶 格 周期 ,这 种 情形 
称 为 螺 型 位 错 . 这 样 位 错 的 存在 ,把 晶 格 的 晶 面 变 成 了 螺旋 面 (类 似 于 没有 台阶 
的 螺旋 状 楼 梯 ). 在 环绕 位 错 线 (螺旋 面 的 轴 ) 绕 行 一 个 完全 回路 时 , 格 点 的 位 移 
矢量 获得 了 平行 位 错 线 的 一 个 晶 格 周期 的 增 量 . 图 23 表示 描绘 切口 的 图 解 . 

从 宏观 观点 来 看 ,晶体 的 位 错 形变 就 像 连 续 介质 一 样 , 在 一 般 情形 下 ,具有 
如 下 特点 : 当 沿 着 包含 位 错 线 D 的 任何 闭合 回路 工 绕 行 一 周 后 ,弹性 位 移 和 天 量 
获得 确定 的 有 限 增 量 等 于 ( 按 大 小 和 方向 ) 一 个 晶 格 周期 , 常 撩 量 5 称 为 给 定 
位 错 的 伯 格 斯 (Burgers) 矢量 . 这 个 特性 可 以 描述 为 


д 
фа м; = — a Xi =-b, (27.1) 
L 1. 


而 环绕 回路 上 的 方向 与 选择 位 错 线 切 矢 量 7 方 向 (图 24) 的 关系 ,采用 右 螺旋 法 
则 . 位 错 线 本 身 就 是 此 时 形变 场 中 特殊 点 (奇异 点 ) 的 连 线 . 





上 面 提 到 的 刃 型 位 错 和 螺 型 位 错 的 简单 情形 与 六 是 直线 的 位 错 相符 合 , 此 


中 ”与 闭合 回路 的 大 小 无 关 , 但 必须 按 蝇 格 的 格 点 绕 行 . ——# ИИ: 
(9) (27.1) 通常 称 为 位 错 条 件 . 一 一 译 者 注 
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时 沿 着 位 错 线 r* 上 8( 刃 型 位 错 ) 或 /2( 螺 型 位 错 ). 同时 注意 到 ,在 图 22(b) 上 
表示 的 刃 型 位 错 ,b 具有 相反 的 方向 ,区 别 在 于 "附加 的 "晶体 半 平 面 位 于 平面 
xy 的 上 方 还 是 下 方 ( 换 句 话说 ,用 符号 来 区 别 这 两 种 位 错 出 ). 

在 一 般 情形 下 ,位 错 是 曲线 , 沿 着 该 曲线 rr 和 4。 之 间 的 夹 角 是 变化 的 . 而 治 
着 整个 位 错 线 伯 格 斯 撩 量 b 本 身 必然 是 常量 . 这 样 很 明显 ,位 错 线 不 可 能 简单 地 
终止 在 晶体 的 内 部 (比较 本 页 脚注 @). 它 在 晶体 表面 上 应 该 出 来 两 个 端点 或 者 
(如 通常 在 实际 情况 中 发 生 的 那样 ) 是 闭合 的 环 ( 称 为 位 错 环 )， 

换 句 话说 ,条 件 (27. 1) 表示 , 当 存在 位 错时 ,环绕 位 错 线 一 周 得 到 确定 增 量 
的 位 移 和 撩 量 是 坐标 的 多 值 函数 . 当然 ,实际 上 没有 任何 的 多 值 性 , 增 量 b 表示 阵 
点 在 一 个 晶 格 周期 上 附加 的 位 移 ,一 般 不 改变 晶 格 状态 . 特别 是 ,描述 晶体 弹性 
状态 的 应 力 张 量 oi 是 坐标 的 单 值 连续 消 数 . 

为 了 今后 方便 起 见 ,引入 记号 


Wa = e (27.2) 
利用 该 记号 ,条 件 (27. 1) 可 写 为 
fwad х, = = by (27.3) 
张 量 w, ( 非 对 称 ) 通 常 称 为 畸变 张 量 . 它 的 对 称 部 分 给 出 通常 的 应 变 张 量 : 
й = (Wa + Y, (27.4) 


与 多 值 函 数 u(r) 相 反 , 张 量 w,, 和 uw 是 坐标 的 单 值 函数 . 
条 件 (27.3) 也 可 以 写成 微分 形式 . 为 此 ,将 按 回路 工 的 积分 ,变换 为 跨越 该 
回路 所 确定 的 任何 一 个 曲面 S, 的 积分 外: 


ð 
фи. мы | ва р (27.5) 
1 51 x, 


因为 张 量 ej 关于 指标 l,m AR, 3K аш." дх, = Ə wu/9x10x, 关 于 指标 1,m 对 
称 , 故 被 积分 表达 式 除了 位 错 线 D 与 曲面 S, 的 交点 外 处 处 恒 等 于 零 . 在 作为 特 
殊 点 连 线 的 位 错 线 上 ,以 式 (27.2) 导 数 形式 表示 的 zw 失去 了 意义 久 . 在 这 些 点 
上 ,w 的 值 应 借助 于 相应 的 86- 函数 ,以 使 积分 (27.5) 得 到 所 要 求 的 -b Ч. 





站” 一般 有 丙种 方法 确定 符号 :其 一 ,规定 "附加 的 " 半 平面 在 上 方 5 取 正 ,为 正 刃 型 位 错 ,在 下 方 6 
取 负 ,为 负 刃 型 位 错 ;其 二 ,与 上 面 的 规定 完全 相反 . 一 一 详 者 注 
部” 根据 斯 托 克 斯 定理 做 变换 ,将 线 元 dx, 的 积分 单元 按 下 面 算 子 进行 代 换 :d х ец f ah 
1 
ea 为 反 称 单位 张 量 ,dy 为 面 元 . ЕВЕ Мена 的 表达 式 是 矢量 a 与 5 之 失 量 积 a x b 的 第 mm 分 基 . 
O ”如果 位 错 线 终止 在 物体 内 部 的 任何 点 ,就 可 以 选择 曲面 8 把 该 点 包围 起 来 ,因此 ,无 论 什么 地 
方 它 都 不 能 相交 于 DD 线 , 于 是 式 (27.5) 的 积分 化 为 零 ,这 与 所 提出 的 条 件 饭 盾 . 
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设 专 是 在 垂直 于 矢量 的 平面 上 从 位 错 轴 向 平面 上 给 定点 的 二 维 径 矢 . 该 平 
面 的 面 元 用 曲面 S, 的 面 元 df 表示 为 r* dj 帮 根 据 二 维 5- 函 数 的 定义 ,对 于 
6( 专 ) 有 


JET- af = т, [әсал = 1. 
因此 ,很 明显 ,为 了 达到 所 提出 的 目标 ,我 们 必须 置 


—— = -т,0,8(&). (27.6) 
这 就 是 所 要 求 的 条 件 (27.3) 的 微分 表示 法 . 

如 果 已 知 给 定 各 向 异性 介质 平衡 方程 的 格林 张 量 cx ,在 位 错 周 围 的 位 移 场 
u(r) 可 以 表示 为 一 般 形式 , 亦 即 确定 在 无 限 介质 的 坐标 原点 沿 着 x, 轴 方 向 作用 
单位 集中 力 时 产生 的 位 移 分 量 的 函数 (参见 58). 这 借助 于 如 下 形式 的 方法 
不 难 做 出 . 

我 们 不 去 寻求 平衡 方程 的 多 值 解 , 而 是 把 &(r) 作 为 单 值 函数 来 考虑 . IË 
设 在 某 个 任意 选取 的 跨越 位 错 环 D 的 曲面 S。 上 ,位 移 受 到 给 定 的 突变 4b, 如 
果 w, 和 w_ 是 对 应 于 曲面 S, 间断 (不 连续 ) 边 缘 的 上 岸 ( 边 ) 和 下 岸 ( 边 ) 的 项 
数值 , 则 

и, -u_ =b. (27.7) 
(这 里 * 上 " 岸 和 “下 " 岸 的 规定 表示 在 图 24 上 :在 用 图 表示 矢量 7 的 方向 时 ,使 
曲面 S, 的 法 矢量 n 从 下 岸 指向 上 岸 ). 沿 回 路 上 从 上 岸 向 下 岸 积分 ,这 样 可 使 
式 (27.3) 的 结果 带 有 正 号 . 按 式 (27.3) 和 (27.4) 形 式 地 确定 张 量 wj 和 wi, 在 
“间断 曲面 "上 将 具有 5- 型 的 奇异 性 : 


ш! =п 0,802), ш = > зв О, (27.8) 


式 中 上 ЛЕМ НН S, 起 算 的 沿 其 法 矢量 n 方 向 的 坐标 (dz =n d!, 其 中 出 为 回 
路 的 线 元 ). 

因为 在 环绕 位 错 的 介质 中 实际 上 没有 任何 物理 上 的 奇异 性 , 故 如 已 经 指出 
的 那样 ,应 力 张 量 oi 必须 是 处 处 连续 的 单 值 函 数 . 但 是 ,与 应 变 张 量 (27.8) 形 
式 上 的 关联 的 应 力 张 量 是 


(5) 
Im 9 


它 在 曲面 S, 上 也 具有 奇异 性 . 为 了 清除 它 ,必须 引入 一 个 虚构 的 沿 着 曲面 S, 分 
布 并 具有 确定 密度 f” 的 体力. 存在 体力 时 的 平衡 方程 为 


904 +1” =0. 


у ЛА 
Са = Аы. 





dx, 


由 此 很 明显 ,必须 置 
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5) дс. 
ГА = — = — А (27.9) 


дх, “" 9х, 
这 样 一 来 ,关于 寻求 多 值 函 数 u(r) 的 问题 ,就 相当 于 寻求 由 公式 (27.7) 和 
(27.9) 确 定 的 有 体力 的 单 值 不 连续 函数 的 问题 . 现在 可 以 利用 公式 


u(r) = | Ger -= С) У. 
将 式 427.9) 代 入 上 式 并 进行 分 部 积分 :无 限 远 处 的 曲面 积分 消失 了 ,而 按 5 - R 


数 的 体积 分 是 无 足 轻 重 的 , 故 弃 之 . 同时 作 代 换 3G,/9x = - Ce, 最 后 我 们 
得 到 


и (г) == А,Б “| G(r- r)q f. (27.10) 
x, 


MATR B f [oj y о. 
在 远离 闭合 位 错 环 时 ,形变 (27. 10) 具 有 极 简单 的 形式 . 如 果 现 在 我 们 设想 
位 错 环 位 于 坐标 原点 附近 , 则 在 距离 很 远 ( 与 位 错 环 的 大 小 相 比 较 ) 时 ,在 导数 
9G/9x; 中 ,可 令 r-r"r, 并 将 其 提 到 积分 号 外 面 . 于 是 得 到 
ôG; A 


дх, 


и (г) 一 — À itm Aim 





(27.11) 
式 中 


ЗЕ. 19, = | піў = —e yeuh a, d x, (27.12) 


Sh 


和 
И, ВК ht di 自然 地 称 为 位 错 和 矩 张 量 . 张 量 6 的 分 量 是 关于 坐标 x,y,z 的 一 次 
齐 次 函数 (参见 $8 的 习题 ). 因此 ,由 式 (27. 11) 可 见 ,u,x1/r ,而 相应 的 应 力 
场 rc1Xr ， 

同样 不 难说 明 ， re 力 与 距离 关系 的 特性 . 在 柱 坐 标 
zor olz 轴 沿 着 位 错 线 ) 中 ,形变 将 只 依赖 于 7 和 e. 特别 是 ,在 平面 xy 上 任何 回 
路 的 大 小 作 任 意 相 似 变 换 时 ,积分 (27.3) 都 必须 是 不 变 的 . 显然 ,这 只 有 当 所 有 
的 wx<1/r 时 才 是 可 能 的 , 张 量 wi 同样 也 正比 于 1/r, 并 因此 应 力 张 量 о, < 


I /r2, 


虽然 直到 现在 我 们 只 说 到 了 位 错 , 但 是 所 得 到 的 公式 ,也 可 应 用 于 由 晶体 结 


Ф 对 于 各 向 异性 介质 , 张 量 G6; 的 推导 ,在 第 30 页 脚注 里 所 指出 的 文献 中 .一 般 来 说 ,这 个 张 量 是 很 
复杂 的 . 在 直线 位 错 的 情形 ,我 们 遇 到 的 是 弹性 平面 问题 ,可 以 更 简单 地 直接 表示 平衡 方程 的 解 . 

@ ”我们 注意 到 ,确定 位 错 线 周围 的 弹性 形变 场 和 确定 直线 导体 的 磁场 是 类 似 的 ,此 时 , 伯 格 斯 矢量 
起 着 电流 强度 的 作用 .但 是 , 且 不 说 两 者 物理 现象 的 性 质 是 完全 不 同 的 ,由 于 张 量 对 应 值 的 性 质 不 相同 ， 
其 类 似 性 的 程度 也 减 小 了 . 
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构 其 它 类 型 缺陷 引起 的 形变 . 位 错 是 结构 的 线 缺 陷 . 此 外 ,还 存在 这 样 的 缺陷 , 它 
使 正常 结构 的 破坏 传播 到 某 个 表面 附近 区 域 目 . 从 宏观 观点 来 看 ,这 样 的 缺陷 可 
以 作为 一 个 间断 面 来 描述 ,在 这 个 间断 面 上 ,位移 矢 量 u 发生 了 突变 (而 由 于 平 
衡 条 件 ,应力 о А Е ЕВЕ). 如 果 在 整个 面 上 突变 量 b 的 大 小 是 相同 的 , 则 
在 由 这 种 间断 产生 的 形变 与 沿 间断 边缘 分 布 位 错 产生 的 形变 这 方面 是 没有 任何 
区 别 的 ,不 同 之 处 只 是 矢量 5 不 再 等 于 品格 周期 . 而 关于 曲面 5, 的 情况 前 面 已 
经 说 过 , 它 不 再 是 任意 的 ,而 必须 与 实际 间断 的 真实 分 布 一 致 . 具有 这 种 间断 的 
面 与 一 定 的 附加 能 量 相 关联 ,这 个 能 量 可 以 用 引入 适当 的 表面 张力 系数 的 方法 
习 题 
习题 1 试 写 出 用 位 移 失 量 表示 的 各 向 同性 介质 中 位 错 形 变 的 平衡 微分 
方程 局 . 
解 :利用 应 力 张 量 或 应 变 张 量 来 表示 平衡 方程 通常 具有 的 形式 是 
дс „/дх, =0, 或 用 式 (5.11) 代 替 er, 则 有 
ди д с Qu, 
i тти (1) 
但 是 ,在 代 换 为 矢量 下 时 ,必须 考虑 微分 条 件 (27.6). 用 e (27.6) + i,k 
缩 并 ,得 名 








GW дц 




















ar Ax, — - (тхь),5(&). e 
将 式 (1) 重 新 写 为 
l ou, 1 dw @ Sq 
2 әк, 2 Әк, 1-27 əx, 
并 将 式 (2) 代 入 该 式 , 则 得 
дю, | saa (ть) aby, 


âx, "7 -20 дх, 
现在 按 式 (27.2) 将 二 代 挽 为 下 ,我 们 得 到 所 求 的 关于 多 值 邓 数 u(r) 的 方程 
人 (3) 
1 -2а 
该 方程 的 解 必 须 满 足 条 件 (27. 1 )， 


. ХАН, РИСК Ид. 

D АЗ М JU ВИ RELA T # i E FE r Bi , РЯ Е КОИ УЕ Е, АЭА © 
生 在 晶体 即 各 向 异性 介质 中 . 然而, 这些 习 题 提供 了 一 定 的 直观 说 明 的 意义 . 

名 ”借助 于 公式 :ejmens =бад,, - быбш- 
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习题 2 试 确定 各 向 同性 介质 中 直线 螺 型 位 错 周围 的 形变 . 

解 :选取 柱 坐 标 z,r,p, 其 中 z 轴 沿 着 位 错 线 . 伯 格 斯 矢量 :b, =b, =0,b, =b. 
由 对 称 性 考虑 显 见 , 位 移 && 平行 = 轴 , 并 与 坐标 z 无 关 . 习题 1 中 的 平衡 方程 (3) 
归结 为 Viu. =0. 满足 条 件 (27.1) 的 解 山 ; 


и _ b 
В" 
张 量 ur 和 ax 中 ,不 为 零 的 分 量 只 有 
РЕ 3 _ ub 
н. “aar > тг’ 


所 以 ,这 里 的 形变 是 纯 剪 形变 . 
位 错 (每 单位 长 度 上 ) 的 自由 能 由 下 面 的 积分 给 出 


l ub dr 
Е = — — 
5 f upod V = в | с 


在 下 限 和 上 限 , 对 数 是 发 散 的 ， 作 为 下 限 应 取 原 子 距离 的 数量 级 ( ~b) ,在 这 一 
数量 级 上 ,大 的 形变 和 宏观 理论 已 不 适用 . 而 上 限 取 位 错 长 度 上 的 数量 级 . 于 是 


而 在 位 错 " 芯 "附近 的 形变 能 (在 横 截面 区 域 的 数量 级 ~ b° ) ,可 以 估计 它 的 数量 
级 为 ~ b. 当 In (Ż) >> 1 时 ,这 个 能 量 与 其 总 的 弹性 形变 能 相 比 较 是 个 


小 量 多 

习题 3 试 确定 在 各 向 异性 介质 中 径直 于 晶体 对 称 面 的 螺 型 位 错 附 近 的 
ÈN. 

Д.Л Я xyz dÈ БАЊА — 8k ( f ff 3 5 H b. =b). Хи 
ЖААЖ и =u(x,y). 因为 xy 平面 是 对 称 面 , 故 张 量 人 im 的 所 有 分 量 中 ,指标 
We We 


ди ди ди 
一 一 十 入 一， ЕЛ Y 
mG. =A,. TP лу С. ӨР : À у 
引入 二 维 参 数 矢量 gr jo ik E Ag O, =0,.,Ав ЕЛА. (а =1,2). ТА 
ðu 
T, Ах," 


而 平衡 方程 写 为 V .or = 0. 该 方程 的 解 必 须 满足 条 件 (27. ):фу и + di = b. 


D 在 所 有 关于 直线 位 错 前 习题 中 都 选取 矢量 z 为 = 轴 的 负 方 向 ， 
D 这 个 估计 具有 普 避 性 ,并 且 ,在 数量 级 上 对 于 任何 (不 仅 是 螺 型 ) 位 错 都 是 正确 的 . 应 该 指出 , 事 
实 上 ,通常 InfLz 史 的 值 林 很 大 ,以 致使 “ 世 " 的 能 量 成 为 位 错 总 能 量 的 明显 部 分 . 
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这 种 问题 的 形式 与 在 各 向 异性 介质 (具有 导 磁 率 A,s) 中 直线 电流 强度 J= 
сь/4т 附近 的 磁场 感应 和 磁场 强度 问题 (它们 起 着 0 和 Vu 的 作用 ) 是 一 样 的 . 
由 电动 力学 利用 该 问题 熟知 的 解 , 我 们 得 到 
0: А „де By: ` у, 
2т ТАТА их. 

¿ea kapa Вала ETT 

习题 4 试 确定 在 各 向 同性 介质 中 直线 刃 型 位 错 周 围 的 形变 . 

解 : 设 z 轴 方 向 沿 着 位 错 线 ,而 伯 格 斯 矢量 :), =b,b =b, =0. 由 问题 的 对 称 
EEL, ABRET ry 平面 上 并 且 与 无关. 因此 ,我 们 遇 到 的 是 平面 问题 . 
该 问题 下 面 的 所 有 和 拓 量 及 其 运算 都 是 二 维 的 , 即 在 xy Ф Р. 

寻求 方程 


> = = 





| ' 
FEF VV -u= -bjó(r) 
的 解 ( 见 习题 1 六 是 沿 y 轴 的 单位 矢量 ) ,其 解 的 形式 为 4 =u +w, AP uA 
一 矢量 ,其 分 量 为 


V`u + 


(0) b (0) b 
u, о 


š = 
ы "y 27 


[xC tiy) Б) rrp 是 在 x 平 面 上 的 极 坐 标 . 这 个 矢量 满足 条 件 
(27.1). 因此 ,问题 与 所 求 的 单 值 函数 НЯ. 因为 极 易 确信 

у-и‘ =0, Уи“ =bj8(r), 
所 以 ,mW 满足 方程 


У*» ë — — VV -w= -2bjô(r). 
"Tair 


这 个 方程 就 是 具有 体积 密度 为 -8(7) 的 集中 力 漆 着 z 轴 作用 时 的 平衡 方 
程 (比较 §8 习题 中 的 方程 (1) ). 借助 于 在 那个 问题 中 得 到 的 无 限 介质 里 面 的 
格林 张 量 来 寻求 由 ,就 把 问题 归结 为 计算 积分 
š (3 = 4o )j ry , =. ,2 
г + |a: ‚ № 


2 
ПТР 


b 
— 8т(1 - 52 ], 
最 后 得 到 








b y l xy 
= 一 一 пап = > 
| и, р ап 7 tza еў 2), 


b 1 -20 бе зотон + _ x° 
Ми ESFE АЕ (1 -о) zF} 
由 此 计算 应 力 张 量 , 其 笛 卡 儿 坐 标的 分 量 为 
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И ИТ мс . - a sr ra 
(x° +y y? CS (yry 
极 坐 标的 分 量 为 
С. =O = -bB я =bB — 
x  — Е 
AP В 2T(1 -or) 


习题 5 在 各 向 同性 介质 中 ,在 重 直 于 伯 格 斯 失 量 的 同一 个 平面 上 ,分 布 着 
彼此 相互 平行 并 且 具 有 相同 距离 h 的 无 限 个 直线 刃 型 位 错 . 试 求 由 这 样 的 “位 
错 间 壁 " 产 生 的 在 距离 远 远 大 于 有 处 的 菜 应 力 

a pe ° 根据 习题 4 的 结果 ,所 有 位 错 在 x， 
y 点 产生 的 总 应 力 由 下 面 的 和 式 给 

x — (y —- nh)° 
с.„(х,у) = б а а 
将 这 一 和 式 重 新 写 为 如 下 形式 : 


(ху) = -6B | Ка, В) +a eR?) 


R 
РЕ: m ш 

те TFT s SË авт, 

按 泊 松 求 和 公式 
У An) = У Г f(x)e™dx 
求 得 
yag i a _ sr | Dis asa 

Ха,В) = I. 2 +ë + 2Ве 2e |. её ` ы 4 cos(2rkf). 


3 a= >18, 3k k R 4 T 7 t 8 PA, Е 


bx = Зтхий Z 
= 2 = 4m° 8 е соз[2т 本 


由 此 可 见 , 随 着 远离 位 错 间 壁 ,应 力 按 指数 规律 递减 

习题 6 试 确定 在 各 向 同性 介质 中 位 错 环 周围 的 形变 ( 伯 格 斯 (J. М. Bur- 
gers) ,1939 ) . 

解 : 根 据 公式 (27.10), 对 于 各 向 同性 介质 , 按 式 (5.9) 和 (5.11), 张 量 Aam 
可 以 表 为 


А ikim = J 2598 +515, + б„би | 
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对 于 各 向 同性 介质 ,格林 张 量 已 在 $8 的 习题 中 求 得 ,并 可 表 为 
l 
G. (R) ~ 16ти(1- с) 
AP .R=(r-r)23 A 3 Z d f'( # г) 38 6) 3, S 32 E 65 S. (r 点 , 称 
为 场 点 ) 的 径 矢 ,y=R/R 为 RR 方向 的 单位 矢量 . 将 该 表达 式 代 入 (27. 10) ,并 在 
积分 中 进行 微分 ,计算 后 得 到 


{(3—40)6, +vv,}. 


u(r) = 


ER A) + b md ьар) + 
w w. 

t 8701 -0) ls, R? 
位 于 式 中 的 曲面 积分 可 以 通过 沿 回 路 万 (位 错 环 ) 的 积分 表示 ,为 此 利用 下 

面 的 公式 : 


Ape v)(v ° d f'). (1) 


l kas eE ЯВ А 
$ gb ха! = | l(b q f v(b-df')}, 


b 


f хр)‘ ЯГ =- |, В М Ье (и d f)|. 


等 式 右 边 的 积分 是 由 左边 的 闭路 周 线 积 分 应 用 斯 托 克 斯 定理 得 到 的 , 据 此 ,进行 
代 换 :d1 一 df x V'A P ,V' = 0/0). B 93k Rq k Kk K R 5 Z r-r' 有关 ,这 
ARET d l -dp x V( 3 P ,V =aver). 现 在 我 们 引入 从 观察 点 ( 场 点 ) 
r 对 环 D 所 张 的 立体 角 О, Е ЖЕХЯЖЯ 


0 = [= df 


于 是 ,位 移 场 可 表 为 
0 Ате 

u(r) = В+ $ xd1 Us Уф b хо) dar. 
这 个 函数 的 多 值 性 包含 在 第 一 项 ， а м 立体 角 介 改变 
7 47. 

kap ie. жік (1) )9 #5 0 
3 

и(г) = т =m i и) +6 (5 +и) -и(5 -Ь)} + уе и) (Б : p)u. 
该 式 也 可 以 sr 11) ,(27. 12) 得 到 . 


$28 应 力 场 对 位 错 的 作用 


现在 让 我 们 在 由 外 荷载 作用 于 物体 而 产生 的 弹性 应 力 场 ow 中 来 研究 位 错 


环 也 ,并 计算 应 力 场 对 位 错 环 的 作用 力 . 为 此 , 按 常规 作法 应 求 出 位 错 在 其 无 限 
小 的 位 移 上 所 做 的 功 óR ,. 


$28 应力 场 对 位 错 的 作用 . 137. 


我 们 回 到 $ 27 提出 的 概念 , 即 关于 把 位 错 环 D 作为 跨越 它 的 曲面 (5,) 上 
位 移 和 撩 量 间断 (不 连续 ) 的 线 , 其 间断 量 的 大 小 由 公式 (27.7) 给 出 . 位 错 线 D 的 
位 移 将 导致 曲面 S, 发 生变 化 . 设 бх 为 位 错 环 D 上 各 点 的 位 移 矢 量 , 当 位 移 дх 
时 ,位 错 线 线 元 d1 扫 过 的 面积 矿 =6x x dl = (5х хт) а 1 确定 了 曲面 So 面积 的 
增 量 . 因为 现在 所 说 的 是 位 错 的 实际 位 移 , 就 必须 考虑 上 述 运算 带 来 的 介质 实际 
体积 的 变化 , 因为 介质 在 曲面 两 边 ( 岸 ) 上 的 点 之 位 移 и 相差 一 个 5, 所 以 体积 变 
化 由 下 面 的 乘积 给 出 : 

8V =b - df = (8x x+) ` bdf =8x - (z x b) df. (28.1) 

因此 ,可 能 存在 两 种 不 同 的 物理 情况 . 其 中 之 一 是 6V=0, 即 位 错 线 的 位 移 
与 体积 变化 无 关 . 如 果 位 移 发 生 在 由 矢量 + 和 45 确定 的 平面 上 ,就 会 出 现 这 种 情 
况 ,这 个 平面 称 为 给 定位 错 元 的 滑 移 面 . 位 错 环 D 的 所 有 线 元 滑 移 面 的 包 络 线 
族 称 为 位 错 的 滑 移 表 面 , 它 是 母线 平行 于 伯 格 斯 矢量 4b МЕХ. 滑 移 面 的 物理 
特性 只 在 于 ,在 滑 移 面 上 位 错 比 较 轻微 的 机 械 运 动 是 可 能 的 (通常 将 这 种 情形 
称 为 滑 移 )2. 

和 位 错位 移 时 曲面 S, 面积 的 变化 一 样 ,在 位 错 线 D 上 集中 的 畸 异 应 变 
(27.8) 也 发 生变 化 . 这 个 变化 可 以 表示 为 


би!" = (b. (ôx хт), +b. (5х хт), EY, (28.2) 


式 中 8(E) 是 在 827 中 引入 的 二 维 8 - 函数 . 我 们 着 重 指出 ,这 个 形变 由 位 错 线 
D 的 形状 和 位 移 8x 唯一 地 确定 , 它 与 式 (27.8) 的 区 别 是 后 者 与 任意 选取 的 曲面 
5, #Х. 

表达 式 (28.2) 描 述 的 是 没有 伴随 弹性 应 力 的 局 部 非 弹 性 残余 形变 ( PR 29 88 
性 形变 ) ,与 其 有 关 的 由 外 源 久 最 后 完成 的 功 由 下 面 的 积分 给 出 : 


[оиу 


(比较 式 (3.2)), 式 中 的 6ui 应 理解 为 形变 时 总 的 几何 变化 . 它 是 由 弹性 部 分 
和 塑性 部 分 组 成 的 . 在 这 里 对 我 们 感 兴趣 的 只 是 与 塑性 部 分 有 关 的 功 电 . 将 式 
(28.2) 的 6u" 代 人 后 ,由 于 其 中 存在 8- 函数 ,只 剩 下 沿 位 错 环 D 长 度 的 
积分 : 


D 在 真正 的 各 向 异性 介质 中 , 滑 移 面 的 可 能 形式 是 由 其 晶体 的 品格 结构 确定 的 . 

加 ”例如 ,对 于 表示 在 图 22 上 的 刃 型 位 错 在 其 请 移 面 (xz 平面 ) 上 的 运动 ,是 比较 轻微 的 原子 移动 ， 
结果 使 晶体 半 平 面 离开 关 平 面 愈 米 愈 远 ,成 为 "附加 的 " 半 平 面 ， 

O ”按照 位 错 理 论 , 除 位 错 本 身 引起 的 应 力 场 外 ,引起 应 力 场 的 其 它 缺 陷 或 应 力 源 , 包 括 外力 ( 面 力 
和 体力 ) 均 为 "外 源 ”. 一 一 译 者 注 

旬 ” 在 推导 运动 方程 时 , 虚 塑 性 形变 和 赴 弹 性 形变 必须 作为 独立 变量 来 考虑 . 而 位 错 运动 方程 关 
心 的 只 需要 考虑 塑性 形变 . 
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8R, = $ ое „бхт, d 1. (28.3) 
在 被 积分 表达 式 里 面 ,5x， 近 和 旁 的 系数 是 在 单位 长 度 位 错 线 上 作用 的 力 Г. 于 是 
fi=ewriom b, (28.4) 


(М. O. Peach ,J. S. Köhler, 1950). Ех, JS EHETE 7, 即 垂直 于 位 错 线 . 

可 以 给 式 (28.3) 一 个 直观 的 解释 . 按照 前 面 的 叙述 ,位 错 线 线 元 的 位 移 扫 
出 菜 一 切口 面积 df 了, 并且 切口 的 上 岩 对 下 岸 移动 了 一 个 b&b 的 长 度 . 由 内 部 的 应 
力 加 在 d f 上 的 力 为 o d/h, 而 在 滑 移 时 该 力 所 做 的 功 为 baind/. 

因为 式 (28.4) 的 表示 形式 只 与 在 滑 移 面 上 的 位 称 有 关 , 所 以 力 了 在 该 平面 
上 的 分 量 便 可 立即 写 出 , 设 < 为 滑 移 面 上 与 位 错 线 垂直 的 单位 矢量 ,于 是 

f. =f ` < EKT baT 
或 
f. = по) b, (28.5) 

式 中 v=k x7 是 滑 移 面 的 法 矢量 . 因为 矢量 b и TE PL МНЕ 
两 个 坐标 轴 , 并 且 我 们 发 现 力 了 总共 由 张 量 o1" 的 一 个 分 量 确定 . 

如 果 位 错 的 位 移 不 是 发 生 在 滑 移 面 上 , 则 6V 关 0. 这 就 意味 着 ,切口 岸 边 的 
位 移 将 导致 出 现 物质 过 剩 ( 当 一 岸 “ 侵 入 " 另 一 岸 时 ) 或 者 物质 缺失 ( 当 两 岸 之 间 
分 离 成 间 缝 时 ). 假如 我 们 认为 在 位 错 运动 过 程 中 ,介质 的 连续 性 不 被 破坏 并 且 
它 的 密度 保持 不 变 ( 精确 到 弹性 形变 ) 的 话 , 上 面 所 说 的 情况 是 不 准许 的 . 在 实 
际 晶 体 中 ,消除 过 剩 的 物质 或 填补 其 不 足 是 用 扩散 方式 进行 的 (位 错 轴 变 为 物 
质 扩 散 流动 的 源 或 汇 ) 实 . 由 扩散 “治愈 ( 焊 合 )” 连 续 介 质 缺陷 伴随 产生 的 位 错 
运动 称 为 攀 移 . DO 

综 上 所 述 ,很 明显 ,假定 把 位 错 的 攀 移 作为 它 可 能 的 虚 位 移 ,必须 也 像 没 有 
发 生 介 质 体 积 局 部 改变 的 滑 移 一 样 来 计算 . 这 就 意味 着 ,必须 由 应 变 (28. 2) 减 


去 重要 的 体积 变化 部 分 54ub” ' , 亦 即 把 塑性 应 变 张 量 写 成 


бш") = 人 去 5(sr хт), + (áx хт), - 8.6 . (ôx хт) |806). 
(28.6) 
对 式 (28.4) 作 相应 的 代 换 ,得 到 作用 在 位 错 上 之 力 的 公式 外: 
Л. =eurib, [0 - 38.0) (28.7) 


© 例如 ,图 22 上 表示 的 位 错 在 和 姑 平 面 上 的 运动 ,可 以 只 用 扩散 使 物质 从 * 附 加 的 ” 半 平 面 离 去 . 
D ”因为 这 样 的 过 程 受 扩散 的 限制 ,事实 上 只 有 在 足够 高 的 温度 时 它 才能 够 起 作用 . 

3 简单 地 说 , 梦 移 是 六 型 位 错 离开 滑 移 面 的 运动 . 一 一 详 者 注 
Ф 显然 ,晶体 的 各 向 均匀 压缩 不 应 导致 力 了 的 出 现 , 表 达 式 (28.7) 具 有 这 个 性 质 . 


$28 应力 场 对 位 错 的 作用 . 139. 
(J. 魏 特 曼 (Weertman) ‚1965 ) . 作用 在 整个 位 错 环 上 的 全 部 力 为 
F, = eb, й - 60 TALER (28.8) 
只 有 在 非 均匀 应 力 场 时 不 为 零 ( 当 ow = const 时 ,积分 归结 为 gd х, = 0). 如 
果 沿 着 环 的 长 度 应 力 场 的 变化 不 大 , 则 


д Р l á 
F, = ем, =l о!“ = 一 8， 0. ')ф =, x, 





3 Іт “2 лп 
(假设 位 错 环 位 于 坐标 原点 附近 ). 进入 式 中 的 积分 构成 一 个 反 称 张 量 : 
$d x, = – фиа x. 
注意 ,通过 在 式 (27.12) 中 引入 的 位 错 矩 di 不 难 将 力 表示 为 ® 
со r sss 
Е, = d, дх, я а! (28.9) 


在 均匀 应 力 场 中 ,如 已 经 指出 那样 ,该 力 变 为 零 . 但 是 ,这 时 在 环 上 作用 的 力矩 为 
К = „фи. 4 1, 


ААВ, u] LJ B pJ А 67А: 
K, =. 385). (28. 10) 
>J 题 


习题 1 试 求 两 个 平行 螺 型 位 错 的 相互 作用 力 . 
解 : 由 第 二 个 位 错 确 立 的 应 力 场 ,作用 在 第 一 个 位 错 单位 长 度 上 的 力 , 借 助 
于 §27 习 题 2 的 结果 按 公 式 (28.4) 确 定 . 它 是 一 个 径 向 力 , 大 小 等 于 
ЬЬ, 
г, 
两 个 位 错 同 号 (b,b, >0) ,两 力 相 斥 ; 蜡 号 (b,b, <0) В. 
习题 2 试 求 作 用 在 直线 螺 型 位 错 上 的 力 . 设 该 位 错位 于 各 向 同性 介质 之 
自由 表面 的 平行 平面 上 . 
解 : 设 yz 平面 与 物体 表面 重合 ,而 位 错 与 z 轴 平行 并 具有 坐标 =xo,y =0. 
由 位 错 和 它 在 yz 平面 的 镜面 反射 位 错 回合 起 来 描述 的 介质 自由 表面 保留 的 





S 


D 在 推导 时 利用 了 公式 едет n = Opm Oin - 5,51. 和 平衡 方程 =0. 





2 a 
实 位 错 上 的 力 . 它 的 作用 等 同 于 自由 表面 对 实 位 错 的 影响 . 一 一 译 者 注 
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应 力 场 , 就 像 它们 处 在 无 限 介质 中 应 力 场 一 样 : 


M | —— у | 
@ = =— z g ——s | 
; 2ni (x-xi) +) (x+*&;) +X 


_ yb x — Xo я x + Xo 
"a= Ja (x-2) +y TETTE 

这 样 的 应 力 场 在 所 研究 位 错 上 的 作用 力 , 等 同 于 来 自 镜像 方面 的 吸引 力 , 亦 即位 
错 对 于 介质 表面 具有 吸引 力 : 


них 
习题 3 试 求 在 各 向 同性 介质 中 位 于 平行 滑 移 面 的 两 个 平行 刃 型 位 错 的 相 
互 作用 力 . 
解 : 设 滑 移 面 平 行 于 xz 平面 ,而 z 轴 平行 于 位 错 线 . 如 同 $ 27 的 习题 4 一 
样 Е т. = -1,b =b. 于 是 ,弹性 应 力 场 mix 作用 在 位 错 单位 长 度 上 的 力 , 具 有 
分 量 
Ј, =фо,,, f= -бо,,. 
在 现在 的 情形 下 ,oi 由 $27 习题 4 求 得 的 表达 式 确 定 . 如 果 一 个 位 错 与 z 轴 重 
合 , 则 它 在 第 二 个 位 错 上 ,在 xy 平面 上 ,通过 x,y 点 作用 的 力 ,用 极 坐 标 表示 的 
分 量 等 于 
puthe ў а, B=— E 
r м r 2т(1-о) 


力 在 滑 移 面 上 的 分 量 等 于 
天 二 соѕфсоѕ2 
х poA r > 








$ ф=т/2 和 =m/4 时 , 力 矿 变 为 零 . 其 中 的 第 一 个 , 当 b,b, >0 时 对 应 于 稳定 
平衡 状态 ;第 二 个 , 当 bb, <0 时 对 应 于 稳定 平衡 状态 . 


$29 位 错 的 连续 分 布 


如 果 在 晶体 中 间 同 时 存在 许多 位 错 , 相 隔 的 间距 比较 小 (虽然 远大 于 品格 
常量 山 ) , 则 把 它 平均 的 来 考虑 是 合理 的 . 换 句 话说 ,我 们 研究 的 是 “物理 上 无 限 
小 "的 有 足够 多 位 错 线 通过 的 晶体 体积 单元 . 

由 方程 (27.6) 自然 地 推广 可 获得 表示 位 错 形变 基本 性 质 的 方程 .我 们 现在 


QD 唱 格 常量 是 构成 晶 胞 ( 保持 整个 品格 全 部 特性 的 最 小 晶 格 单元 ) 棱 边 的 三 个 平移 矢量 的 长 度 . 
一 一 译 者 注 
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引入 张 量 pa ( (tB e ek BO) ,使 其 按 跨越 在 任 一 回路 工 之 曲面 的 积分 等 于 该 
回路 包围 的 所 有 位 错 线 之 伯 格 斯 矢量 之 和 bb: 


[рал = ba (29.1) 


连续 函数 pv 描述 了 位 错 在 晶体 内 的 分 布 情况 . ВЕЕ НК ВЕ ЕЕ y FE (27.6) Ж 
端的 表达 式 : 


OW „у 29 2 
C ilm х, S = Pir ( ° ) 
由 此 方程 显 见 , 张 量 pi 必须 满足 条 件 
дра -0 (29.3) 
дх, 


(在 单一 位 错 的 情形 下 ,这 个 条 件 本 身 就 是 表示 沿 位 错 线 伯 格 斯 矢量 为 常量 ). 

在 用 这 样 的 方法 研究 位 错时 , 张 量 w 就 是 最 初 用 来 描述 形变 并 按 式 
(27.4) 确 定 应 变 张 量 的 量 . 由 式 (27.2) 定 义 的 位 移 矢 量 u 与 wi 的 关系 ,此 时 一 
般 已 不 能 采用 (很 明显 ,事实 上 ,这 样 定义 时 ,方程 (29.2) 的 左 端 在 晶体 整个 体 
积 内 将 和 恒 为 零 ). 

直到 目前 为 止 , 我 们 一 直 假 定位 错 是 静止 的 . 现在 来 阐明 , 当 位 错 在 介质 中 
按 给 定 方式 作 运 动 时 应 如 何 建立 能 够 在 原则 上 确定 弹性 形变 和 应 力 的 方 
Fe #H 2. 

方程 (29.2) 与 位 错 是 静止 还 是 运动 无 关 . 此 时 ,如 前 所 述 , 张 量 wx 仍然 是 
由 弹性 形变 确定 的 量 , 它 的 对 称 部 分 是 弹性 应 变 张 量 ,与 应 力 张 量 的 关系 是 通常 
形式 的 胡 克 定律 . 

但 是 ,该 方程 现在 还 不 足以 对 问题 做 出 完全 的 描述 . 完全 的 方程 组 必须 同时 
也 能 够 确定 介质 中 各 点 的 位 移 速度 v. 

然而 ,这 时 必须 考虑 到 ,位 错 运动 除了 引起 弹性 形变 的 变化 外 ,同时 还 伴随 
有 与 发 生 的 应 力 无 关 的 晶体 形状 变化 , 即 塑性 形变 . 正如 我 们 已 经 指出 的 那样 ， 
位 错 运动 的 机 理 正 是 塑性 形变 (位 错 运动 跟 塑 性 形变 的 关系 清楚 地 表示 在 图 25 


b db 
Ф ПИ pa ЕЯ Е — ера = bm ( FOE) = q К М ERRA x, 35 


向 的 面 元 . 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 各 位 错 线 都 是 分 别 平行 于 mm ,xz ,xs 轴 的 许多 直线 ;Ab 是 平行 于 六 轴 
(因而 垂直 穿 过 面 元 Af, ) 的 所 有 位 错 的 合成 伯 格 斯 矢量 的 第 /7 个 分 量 . 一 一 译 者 注 

© 这 时 ,我们 不 去 按 对 物体 施加 力 来 研究 确定 位 错 自 身 运 动 的 问题 ,解决 这 个 问题 需要 研究 位 错 
运动 的 微观 机 理 和 应 当 考虑 在 实际 晶体 中 发 生 的 各 种 缺陷 的 壕 灌 作用 . 
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上 :由 于 为 型 位 错 由 左 向 右 推移 ,使 滑 移 面 以 上 部 分 的 晶体 移动 了 一 个 品格 周 
期 ,因为 晶 格 仍然 是 正常 的 ,所 以 晶体 依旧 是 
无 应 力 的 ). 与 唯一 由 物体 热力 学 状态 确定 的 
弹性 形变 相反 ,塑性 形变 是 过 程 的 函数 . 在 研 
究 静 止 的 位 错时 ,没有 出 现 关 于 区 分 弹性 形变 
和 塑性 形变 的 问题 , 那 时 我 们 只 对 不 取决 于 晶 
体 以 前 历史 的 应 力 感 兴趣 . 

设 是 介质 中 各 点 的 几何 位 移 矢 量 , 假 定 
它 是 从 形变 过 程 开 始 以 前 的 位 置 算 起 的 . 位 移 
矢量 对 时 间 的 导数 让 =w. ЯН u JE 
成 “总 畸变 " 张 量 М, = ди, дх,, М W, W 2 
“弹性 畸变 ” 张 量 ( 与 在 式 (29.2) 中 出 现 的 张 
Ни 是 一 样 的 ), 则 得 到 它 的 “塑性 部 分 ” 


w ,我 们 引入 记号 
awp? 
-fjs (29.4) 
量 记 的 对 称 部 分 确定 了 塑性 应 变 张 量变 化 的 





速度 :在 无 限 小 时 间 间 隔 8 内 ui" 的 变化 为 
bu = (м+л)ы (29.5) 


(E. w£ 3 Pq Z ( Kröner ) , С. 里 德尔 (Rieder ) ， 
1956). 特别 是 ,我 们 注意 ,假如 塑性 形变 没有 
使 物体 的 连续 性 发 生 破坏 , 则 张 量 j; 的 迹 等 于 
零 .实际 上 ,塑性 形变 没有 使 物体 发 生 拉 伸 或 
压缩 (它们 总 是 与 应 力 的 产生 相关 联 ) , 亦 即 图 25 
uw =0, AM ja = – дин Z/Ət =0. 
Ki ol” = W, -wi 代入 式 (29.4) ,我 们 可 将 其 写 为 
i (29. 6) 
该 方程 联系 了 弹性 形变 和 塑性 形变 的 变化 速度 . 在 这 里 应 把 ji; 看 作 是 已 知 的 量 ， 
它 必须 保证 满足 方程 (29.6) 和 (29.2) 的 协调 条 件 . 这 个 条 件 可 由 式 (29.2) 对 时 
间 求 导 并 代入 式 (29.6) 得 到 ,方程 具有 如 下 形式 : 
OP ir д) mk 
тәр “7 Bx, 


方程 (29.2) ,(29.6) 与 下 面 的 动力 学 方程 一 起 共同 组 成 描述 审 有 位 错 运动 之 弹 





=0. (29.777 
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性 介质 的 完全 方程 组 ( 科 谢 维 奇 (A. М. Косевич) ,1962 ) : 
ӘС iy 
р?; = x, ' С T A Ч = A s. se. (29.8) 

在 该 方程 中 出 现 的 描述 位 错 分 布 和 运动 的 张 量 pi 和 ji 是 坐标 (和 时 间 ) 的 已 知 
函数 . 这 两 个 函数 必须 满足 方程 (29. 2) 与 (29.6) 之 间 的 由 等 式 (29. 3) 和 
(29.7) 表示 的 协调 条 件 . 

条 件 (29.7) 可 以 看 作 是 介质 “ 伯 格 斯 矢量 守恒 定律 由 "的 微分 表达 式 . 实际 
上 ,对 方程 (29. 7) 的 两 边 按 跨越 在 某 闭 合 周 线 L 上 的 曲面 求 积 分 ,根据 式 
(29.1) 引 入 的 由 三线 包围 的 位 错 之 总 伯 格 斯 矢量 2 ,并 利用 斯 托 克 斯 定理 ,我 们 
得 到 





о - ‚Ч (29.9) 
dt ее фл, х; > 


由 该 等 式 显 见 , 它 右边 的 积分 给 出 每 单位 时 间 通 过 闭合 周 线 L“ 流 过 "的 伯 格 斯 
矢量 的 大 小 ,也 就 是 由 位 错 运动 穿越 二线 而 带 走 的 伯 格 斯 矢量 . 因此 ,自然 地 把 
量 j 称 为 位 错 通 量 密度 张 量 . 

显然 ,特别 是 在 孤立 位 错 环 的 情形 , 当 位 错位 移 时 ,根据 表达 式 (28.2), 对 
于 塑性 形变 , 张 量 坟 具 有 如 下 形式 : 

Ја = eumpi Vn = ea T "6,0 ($), (29. 10) 

AP V 是 位 错 线 在 其 给 定点 上 的 速度 . 此 时 ,通过 回路 上 之 线 元 d 1 的 通 量 矢 
(jd L)IE F dl: (тхУ) =У: (dx7), 即 正比 于 速度 了 在 既 垂 直 于 d1 又 
垂直 的 方向 上 的 分 量 . 从 几何 上 考虑 这 是 明显 的 ,因为 只 有 速度 的 这 个 分 量 才 
能 得 出 与 位 错 线 元 d 1 相交 的 结果 . 

我 们 必须 指出 , 张 量 (29. 10) 的 迹 正比 于 位 错 速 度 在 位 错 滑 移 面 法 线 方 问 
上 的 分 量 . 如 上 所 述 , 没 有 介质 密度 的 非 弹 性 变化 是 由 六 =0 的 条 件 保证 的 . 我 
们 看 到 ,对 于 孤立 的 位 错 , 按 照 以 前 关于 位 错 运动 物理 性 质 的 描述 ,该 条 件 就 意 
味 着 是 在 滑 移 面 上 运动 ( 见 $28). 

最 后 ,我 们 研究 在 晶体 中 分 布 位 错 环 的 总 伯 格 斯 矢量 (用 吾 表 示 ) 等 于 零 的 
WED. 这 个 条 件 意 味 着 , 沿 物体 任 一 横 截 面积 分 


foua f =0. (29.11) 
由 此 得 出 ,在 这 种 情形 下 位 错 密 度 可 以 表 为 


Q 简单 地 说 , 伯 格 斯 矢量 守恒 就 是 一 条 位 错 线 或 一 个 完整 的 位 错 环 只 有 惟一 的 一 个 伯 格 斯 矢量 ， 
它 是 此 位 错 不 变 的 特征 . 一 一 译 者 注 

辑 ” 存 在 与 晶体 某 些 弯 曲 有 关 的 位 错 ,以 夸张 的 形式 表示 在 图 26 L. ЖИ: B=0 意味 着 整个 品 体 不 
存在 宏观 的 弯曲 . 





(29. 12) 


图 26 


( 科 劳 帕 (F. Kroupa) ,1962). 于 是 ,将 积分 式 (29.11) 变 换 为 沿 物 体外 部 闭路 周 
线 的 积分 ,并 为 零 .我们 同时 指出 ,表达 式 (29.12) 自 动 满足 条 件 (29.3). 
显而易见 ,用 这 样 方法 定义 的 张 量 Pi 是 形变 晶体 的 位 错 和 矩 密 度 张 量 ( 因此， 
自然 地 把 它 称 为 位 错 极 化 张 量 ). 实际 上 , 按 定义 ,晶体 的 总 位 错 甜 Di 等 于 
D, = >S,b, = 二 eu Sof xid х„ = >| einxi р d У, 


式 中 的 求 和 是 按 全 部 位 错 环 进行 的 ,而 积分 是 按 晶 体 整 个 体积 进行 的 . 将 式 
(29. 12) RAER, A 








L. Ч Р тр У ӘР, OPa) 
р, "z 2 C itm? mpy™ > dF Ji 2 | =. ( Әх, ты J: 
ноа ненин 
= | Paav. (29.13) 
根据 式 
; ðP a 
Ja = 5, (29. 14) 





位 错 环 密度 也 可 以 通过 张 量 P 表示 . 例如 ,不 难 确信 ,利用 表达 式 (29. 10) 对 物 
体 任意 一 部 分 体积 计算 积分 | jad V 是 存在 于 该 体积 内 的 所 有 位 错 环 的 总 和 . 注 
意 ,表达 式 (29. 14) 与 (29. 12) 一 起 自动 的 满足 条 件 (29.7). 

比较 式 (29. 14) 和 (29.4) ,我 们 发 现 дю" =5P 如 果 我 们 约定 ,认为 Pu = 
0 时 是 没有 塑性 形变 的 状态 , 则 将 有 o = Pu ,意思 是 ,全 部 形变 过 程 是 在 В = 
0 的 情形 下 发 生 的 . 我 们 必须 强调 指出 , 张 量 P。 和 ww 之 间 存在 原则 性 的 区 别 : 


P, 是 物体 的 状态 函数 , 张 量 ws”' 不 是 状态 函数 ,而 依赖 于 物体 进入 该 状态 的 过 
程 . 在 这 些 条 件 下 ,我 们 有 


w, = W а = 26-р (29.15) 
ik к ik rm в’ . 
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式 中 心 仍 表 示 离 开 未 形变 状态 位 置 的 总 几何 位 移 矢 量 . 此 时 ,方程 (29.6) 恒 被 
满足 ,而 动力 学 方程 (29.8) 具 有 如 下 形式 : 
本 ди. __ Pim 
1 iklm s дх „х, iklm 
这 样 一 来 ,就 将 确定 具有 B =0 的 位 错 运动 产生 的 弹性 形变 问题 ,归结 为 具有 沿 
晶体 分 布 体力 密度 为 - Aaa OP m Z ax, 的 通常 弹性 理论 问题 . 
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现在 我 们 来 考查 在 同一 个 滑 移 面 上 分 布 大 量 披 此 平行 的 同一 种 直线 位 错 的 
总 合 情 形 ,并 导出 确定 其 平衡 分 布 的 方程 . 设 z 轴 与 位 错 平行 ,而 巡 平 面 与 滑 移 
面 重 合 . 

为 了 明确 起 见 ,我 们 假定 位 错 的 伯 格 斯 矢量 的 方向 沿 着 x 轴 . 这 时 ,在 滑 移 
е е чае bo., JEP we 是 位 错 所 在 点 的 应 力 . 

一 个 直线 位 错 产生 (并 作用 在 另 一 个 位 错 上 ) 的 应 力 , 与 离开 它 的 距离 成 
因此 ,位 错 点 x 在 x' 点 产生 的 应 力 为 5D/(x -x') ,其 中 DD 是 晶体 弹性 
模 量 数量 级 的 常量 . 可 以 证 明 , 常 量 D >0, 亦 即 在 同一 个 滑 移 面 上 两 个 相同 的 位 
错 彼 此 相 斥 (对 于 各 向 同性 介质 ,这 已 在 $28 的 习题 3 中 证 明 ). 

用 p(x) 表 示 在 x 轴 的 区 间 (a, ,a,) 上 的 线 位 错 密度 ,p(x)d x 就 是 通过 dx 
区 间 各 点 位 错 的 伯 格 斯 矢量 之 和 . 因此 ,全 部 位 错 在 x 轴 的 x 点 产生 的 总 应 力 ， 
可 写 为 积分 形式 


(29. 16) 


о. -p| s s: (30.1) 


对 于 在 区 间 (a ,a; ) 内 部 的 点 ,必须 将 该 积分 理解 为 取 主 值 ,以 便 消除 位 错 本 身 
毫 无 实际 意义 的 影响 . 

如 果 在 晶体 中 同时 存在 由 已 知 外 荷载 产生 的 平面 (在 xy 平面 上 ) 应 力 场 
с (x,y), 则 每 一 个 位 错 都 将 处 于 力 (о, +р(х)) 的 作用 之 下 ,其 中 ,为 简便 

见 , 我 们 记 p(x) =o'"(x,0). 平 衡 条 件 是 这 个 力 为 零 :o,, +p =0, 即 
ге 11 и = w(x), (30. 2) 

式 中 在 积分 号 前 面 紧 挨 着 积分 号 的 ИА `. 该 式 就 是 确 
定 p(x) 平 衡 分 布 的 积分 方程 . 它 属 于 具有 柯 西 核 型 的 奇异 积分 方程 . 

这 类 方程 的 解 归 结 为 用 如 下 方法 表述 的 复 变 函数 理论 问题 . 

用 Q(z) 表 示 由 全 复 平面 z( 沿 区 间 (a, ,a;) 具 有 切口 ) 定 义 的 函数 为 积分 


(s) = | (30. 3) 
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jM pl О (x) 和 2 (xz) 表 示 该 函数 在 切口 上 岸 和 下 岸 的 极限 值 . 它们 等 于 同样 的 
积分 ,就 是 沿 着 区 间 (a, ‚а, ) 相 应 地 从 下 面 或 上 面 的 无 限 小 半圆 周 绕 过 z = x 点 
求 的 积分 ,表示 为 


п = м, š беба). (30.4) 

如 果 plé) ЖЕ ГЕ (30.2) , 则 积分 的 主 值 等 于 w(x) ,所 以 有 
О` (х) +0 (x) =2%(х), (30.5) 
О (x) -0 (x) =2imp(x). (30.6) 


这 样 一 来 ,关于 求解 方程 (30.2) 的 问题 ,就 等 价 于 寻求 具有 式 (30.5) 人 性 质 
ВУ УТРА 3 2(z) ,然后 按 式 (30.6) 确 定 p(x) 的 问题 . 在 这 种 情形 下 ,所 研究 问 
题 的 物理 条 件 要 求 О( оо ) =0, 这 可 由 远离 这 组 位 错 (x 一 土 o ) 时 应 力 er, 必须 
变 为 零 ( 根 据 式 (30.3) 的 定义 ,在 区 间 (a ,a;) 之 外 c, (x) = -DO2(x)) 得 到 . 

现在 我 们 首先 考虑 不 存在 外 应 力 (p(x) 三 0) 的 情形 ,而 在 (a, ,a,) 区 间 的 两 
端 , 位 错 被 某 障 碍 物 (品格 缺陷 ) 抑 制 . 当 w(x) =0 时 ,由 式 (30.5) 有 2 (х) = 
-Q (x) , 亦 即 , 当 绕 过 oa ‚а, 中 的 每 一 点 时 ,函数 O (=) 必须 改 变 符号 . 满足 该 
条 件 的 任 一 函数 为 如 下 形式 : 

НЕ а. _. n, (30. 7) 
(a, -2) (2-а) 
AF P(z) 是 多 项 式 . WEN о) =0 时, 取 P(z) =1( 精 确 到 常 系数 ) ,以 使 
l 

AC G -z)(z-a,) 
按照 式 (30.6) ,未 知 函 数 p(x) 也 将 具有 这 样 的 形式 ,其 系数 根据 下 面 的 条 件 
确定 : 


(2) = (30.8) 


Јосе) = В (30.9) 


( 式 中 互 是 所 有 位 错 的 伯 格 斯 矢量 之 和 ) ,于 是 我 们 得 到 
В 

т (a, x) (ха). 

由 此 可 见 , 位 错 朝 区 间 两 端 障碍 物 (区 间 的 边缘 ) 方 向 塞 积 ,具有 的 密度 与 到 障 

碍 物 之 距离 的 平方 根 成 反比 . 按 此 规律 , 当 趋 近 a, 或 a, 时 ,在 区 间 (a, ,a, ) 外 边 

的 应 力 增加 ,例如 , 当 x>a, 时 


р(х) = (30. 10) 


BD 
(ха) (а, а). 
换 甸 话说 ,边界 附近 的 位 错 集中 在 边界 的 男 一 面 同样 也 引起 应 力 集中 . 
现在 我 们 设想 ,在 同样 的 条 件 下 (障碍 物 在 给 定 区 间 (a, ‚а, ) 的 两 端 ) ,同时 


== 
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还 具有 外 应 力 场 p(x). 通过 02,(z) 表 示 形 如 式 (30.7) 的 函数 ,并 重新 写 出 等 式 
(30.5), $ НЦ 0; =-0; 后 ,得 到 
0;(х) (x) 0: (а) 

将 该 等 式 与 式 (30.6) 相 比较 ,得 出 如 下 结论 : 

а ГЕ é за. 

Ri, iwP(z), (30.11) 
AP P(z) 是 多 项 式 . 取 函 数 (30.8 ) 作 为 2,(z) ,并 置 P(z) =C(C 是 常数 ) ,我 
们 得 到 满足 条 件 О( оо ) =0 的 解 . 由 此 , 按 公 式 (30. eri 


р(х) | [әсә / G; - 2(ё-а,) 








а асаа (30. 12) 
/ ба, – х) (х -а,) 
由 条 件 (30.9) 确 定常 数 C. TEX E , Ч ха, (R ха) В ,р(х) (а, - x) 29 
律 增加 . 而 在 障碍 物 的 另 一 面 同样 也 产生 应 力 集中 . 

如 果 仅 仅 在 一 面 ( 比 如 说 ,在 a, 点 ) 存 在 障碍 物 , 则 在 所 有 的 x < a, 的 点 , 除 
Гх=а, 的 点 外 ,未 知 解 必须 满足 应 力 有 限 性 的 条 件 . 此 时 ,最 后 一 点 自身 的 位 
置 是 预先 不 知道 的 , 它 必须 在 求解 问题 的 结果 中 确定 . 这 就 是 说 ,在 2(z) 项 中 ， 
Nla ) 必 须 是 有 限 的 . 这 样 的 函数 (同时 也 满足 Co ) =0 的 条 件 ) 同 样 可 由 公 
式 (30. 11 ) 得 到 ,只 需 将 (2,(z) 选 作 


2-а 





0, (2) = 


9 
= 你 


该 函数 也 属于 式 (30.7) 的 形式 ,在 (30.11) 中 , 置 P(z) =0, 结 果 得 到 


Е а; E iE, 
р(х) = SS i ; (30.13) 


4 ха, 时 ,p(xz) 像 Vx -ai 一 样 变 为 零 . 在 点 a, 的 另 一 面 ,总 应 力 с, (x) + 
p(x) 也 按 同样 的 规律 趋 于 零 . 

最 后 , 设 在 区 间 (a, ‚а, ) 的 两 端 不 存在 障碍 物 ,并 且 位 错 只 受到 外 应 力 p(x) 
的 抑制 . 这 时 ,对 应 的 2(z) 可 在 式 (30. 11 ) 中 置 下 式 得 到 : 





M (=) = /(a,-z)(z-aj), Р(2) = 


BÆN ) =0 的 条 件 此 时 要 求 遵 守 补 充 条 件 : 在 (30. 11) 中 ,对 с o 取 极 限 
时 ,得 到 


148. яца 位 я 


и (а, -Ё)(ё-а,) 
KRAAK р(х) н РА: 


(30. 14) 


1 + o (£) dé 
x = - — а, = i _ a, P в 52, 
pi | п d м J. (a, -—£)(£ -a,) ё- х 


(30. 15) 
ПЕ [8] (а, а, ) 两 端点 а, 和 а, 的 坐标 由 条 件 (30.9) 1 (30. 14) 确定 . 


习 题 


习题 ” 试 求 在 均匀 应 力 场 (p(x) =po) 中 ,在 一 端 或 两 端 有 障碍 物 时 位 错 在 
区 间 上 的 分 布 . 
解 : 在 一 端 (a,) 有 障碍 物 的 情形 ,计算 积分 (30. 13) 给 出 





由 条 件 (30.9) 确 定位 错 分 布 区间 的 长 度 :a, — a, =2BD/po. 在 离开 它 的 另外 一 
面 ,障碍 物 附 近 应 力 集 中 的 规律 为 


Га, -а, 
С, = Ро x — a, ` 
在 有 两 个 障碍 物 限制 的 区 间 ( 长 度 为 2L) 的 情形 ,x 的 原点 取 在 它 的 中 点 ， 
按 式 (30. 12) 求 得 





l Po 
p(x) = —= В+, 
m VL -x’ D 
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$31 固体 中 的 热传导 方程 


国体 介质 在 非 均匀 加 热 时 不 能 导致 像 通常 在 流体 中 那样 发 生 对 流 . 因此， 
在 这 里 ,热量 的 传递 只 有 热传导 一 种 方式 . 因而 ,在 固体 中 描述 的 传 热 过 程 与 在 
流体 中 描述 复杂 的 对 流 过 程 相 比较 ,方程 更 为 简单 . 

在 国体 介质 中 ,热传导 方程 可 以 直接 从 以 热量 连续 性 方程 形式 表示 的 能 量 
守恒 定律 导出 . 在 单位 时 间 内 物体 单位 体积 所 吸收 的 热量 等 于 7T9S/91( 其 中 5 
ЖИ), БМР - V gq, 其 中 4 是 热流 密度 (矢量 ). 实际 上 ,这 
个 量 总 是 正比 于 温度 的 梯度 的 , 亦 即 可 以 写 为 q= - x< V T JÉ XG ( < 为 热 导 
#2). 于 是 


r =v. (кУТ). (31.1) 


ВАА (6.4) НЫ A 

S=S,(T) + Каи,, 
式 中 @ 是 热膨胀 系数 ; S, КАЖЕ ЛУКА ААА. 我 们 依旧 假设 在 物体 内 具有 
足够 小 的 温度 差 ,以 致 可 以 认为 像 x 和 a 等 这 样 的 量 都 是 常量 . 这 时 ,将 写 出 的 
关于 5 的 表达 式 代 入 方程 (31.1) 后 , 则 变 为 

95, ‚ ди, я 

Т — + аКТ —— = к V° T. 
ot ot 


按照 熟知 的 热力 学 公式 ,有 


Ф 该 式 即 是 热传导 的 基本 定律 一 一 傅 里 叶 ( Fourier) 热 传导 定律 . 这 里 假定 在 小 弹性 形变 时 该 定律 
仍 成 立 . — жж 
加 ”在 力学 界 常 称 为 热传导 系数 或 导热 系数 ， — ИН: 
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C,-C,=Ka T. 
S, 的 导数 可 以 写 为 


95% 95, aT С, ӘТ 


д aTa Та 
(95,/ д: НЕ и, =У .w=0, 即 体积 不 变 条 件 下 取 的 导数 ). 
最 后 得 到 如 下 形式 的 热传导 方程 : 
aT, in yy (31.2) 
为 了 得 到 完备 的 方程 组 ,还 必须 把 确定 被 加 热 物 体 的 非 均匀 形变 的 方程 组 组 合 
到 这 里 来 . 这 组 方程 就 是 平衡 方程 (7.8) : 


2(1-ojyy u- (1-20) уху хи = ty r, (31.3) 


原则 上 ,方程 (31.3) 能 够 在 任意 给 定 温度 分 布 的 情形 下 确定 物体 的 形变 . 将 这 
РЕН] ПУ .的 表达 式 代 入 方程 (31.2) 中 , 即 导出 确定 温度 分 布 的 方程 ,在 这 
里 未 知 函 数 只 有 一 个 T(x,7y,z,t). 

例如 ,我 们 考虑 在 无 限 固体 介质 中 的 热传导 ,使 其 温度 分 布 仅仅 满足 一 个 条 
件 : 在 无 限 远 处 温度 趋 于 固定 的 极限 值 Т, 而 且 没 有 形变 . 在 这 样 条 件 下 ,由 方 
#1 (31.3) ШУ -u 与 7 之 间 有 如 下 关系 ( 见 §$7 的 习题 8): 

l +0 
3(1-ос) 

将 该 表达 式 代 入 (31.2) ,得 到 方程 

ERIS EE TE Hoe tTO ATIS, окт, (31.4) 
该 方程 属于 热传导 方程 比较 简单 的 类 型 . 

这 类 方程 还 可 以 用 来 描述 温度 沿 细 直 杆 长 度 分 布 的 问题 (如 果 杆 件 的 一 端 
或 两 端 是 自由 的 ). 在 杆 的 任 一 横 截 面 上 的 温度 分 布 可 以 认为 是 常量 ,因此 ,党 
着 杆 长 温度 7 只 是 坐标 x( 和 时 间 ) 的 函数 . 这 种 杆 的 热膨胀 仅仅 导致 长 度 的 改 
лу ,而 不 会 改变 其 直线 形状 ,也 不 会 在 杆 内 产生 应 力 . 因此 ,很 明显 ,在 一 般 方程 
(31.1) [у а$/ де 应 在 固定 压力 时 取 导 数 ,而 由 于 (3S/at),， = C,/T, 所 以 温度 分 
布 可 以 用 下 面 的 一 维 热传导 方程 来 描述 : 


С, 





У-и = 





а(Т-Т,). 


但 是 必须 指出 ,用 简单 的 热传导 方程 实际 上 总 可 以 足够 精确 地 确定 固体 中 
的 温度 分 布 . 事实 上 ,方程 (31.2) 左 边 的 第 二 项 与 第 一 项 比较 是 (C, -С,)/С, 
数量 级 的 修正 项 ， 可 是 ,在 固体 不 同 热 容量 之 间 的 差 值 通常 都 很 小 ,如 果 和 忽略 
它 , 则 固体 的 热传导 方程 总 可 以 写 为 
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ôT 
us й F; (31.5) 


式 中 x 是 温度 传导 率 卫 ,定义 为 热 导 率 < 与 单位 体积 的 某 种 平均 热 容量 C 之 比 ， 
EI y =к/С. 
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一 般 来 说 ,在 各 向 异性 物体 中 ,热流 q 的 方向 与 温度 梯度 的 方向 是 不 相同 
的 . 因此 在 晶体 中 ,4 与 温度 梯度 之 间 的 关系 式 g = -< V7 必须 代 以 更 一 般 的 


q, = -kg t32 Г) 


二 阶 张 量 k, 称 为 晶体 的 热 导 率 张 量 . 对 应 于 这 一 关系 ,热传导 方程 (31.5) 也 同 
ERA ERER 





(32.2) 


热 导 率 张 量 是 对 称 张 量 : 
Ки = Кц. (32.3) 
这 一 论断 是 动 理 系数 对 称 原理 的 一 个 推论 (参见 第 五 卷 , $ 120 ) ， 现在 我 们 来 
证 明 . 
由 于 热量 传递 是 不 可 逆 过 程 ,物体 总 箭 的 增加 速度 为 
= - | 24у = - [v Lav + Ја: v-a. 
当 化 为 面积 分 时 ,第 一 个 积分 消失 了 . 于 是 ,我 们 得 到 
和 
= | vidy = | = dv. 
或 
= ову. (32.4) 


按照 动 理 系数 的 一 般 定 义 名 ,我 们 可 以 根据 式 (32 4) 进行 推导 ,在 现在 的 情形 
下 ,在 关系 式 


中 的 系数 是 Tks， 因 此 ,由 动 理 系数 的 对 称 性 可 以 直接 得 到 所 求 的 关系 式 


D 力学 界 常 称 为 热 扩 散 率 , 热 扩 散 系数 或 导 温 系数 . 一 一 译 者 注 
加 ”这 里 采用 的 定义 是 在 第 六 卷 $59 给 出 的 形式 . 
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(32.3). 
一 次 型 


АЯ де Е В, РЯ 5 (32. 4 ) ЧИ Ар КА С ЖЕ. 众所周知 ,二 次 型 正定 
性 条 件 是 它 的 系数 行列 式 主 值 为 正 ， 因此 , 热 导 率 张 量 kx 的 所 有 主 值 总 是 正 
的 . 其 实 ,单纯 从 热流 方 回来 考虑 这 一 结果 也 是 显然 的 . 

ЖИ kx 不 同 独立 分 量 的 个 数 取决 于 唱 体 的 对 称 性 . 因为 张 量 kx 是 对 称 的 ， 
其 不 同 独立 分 量 的 个 数 与 二 阶 对 称 张 量 ex( 热 膨胀 系数 张 量 , 见 $ 10) 相 同 . 


$33 固体 的 黏 性 


到 目前 为 止 , 在 研究 弹性 体内 部 的 运动 时 ,我 们 一 直 认 为 形变 过 程 是 以 可 道 
方式 进行 的 . 实际 上 ,可 道 的 热力 学 过 程 只 有 在 具有 无 限 小 的 速度 时 才 会 发 生 ， 
因为 在 每 一 个 给 定 的 瞬间 ,在 物体 内 部 都 来 得 及 建立 热力 学 平衡 状态 . 但 是 , 真 
实 的 运动 是 在 有 限 速度 下 发 生 的 ,物体 不 能 在 每 一 个 给 定 的 瞬间 都 处 于 热力 学 
平衡 状态 ,因此 在 物体 内 部 将 发 生 使 其 趋 于 平衡 状态 的 过 程 . 这 一 过 程 的 存在 
导致 了 运动 的 不 可 道 性 ,特别 是 机 械 能 中 的 耗 散 ,最 终 转 变 为 热量 . 

能 量 的 耗 散 是 由 下 面 两 类 过 程 引 起 的 : 第 一 , 当 物 体内 部 各 处 温度 不 相同 
时 ,使 物体 发 生 不 可 道 的 热传导 过 程 ; 第 二 ,如 果 在 物体 内 部 发 生 某 种 内 部 运 
动 , 则 由 于 运动 速度 的 有 限 性 导致 发 生 不 可 逆 过 程 . 这 个 能 量 耗 散 过 程 可 以 像 
在 流体 中 那样 称 为 内 摩擦 过 程 或 黏 滞 过 程 . 

在 大 多 数 情形 下 ,物体 内 部 宏观 运动 的 速度 是 如 此 的 小 ,以 致 能 量 的 耗 散 是 
无 关 紧 要 的 . 这 样 “ 近 于 可 逆 的 "的 过 程 能 够 借助 于 所 谓 的 耗 散 函数 来 描述 ( 人参 
见 第 五 卷 , $ 121 ). 

就 是 说 ,如 果 某 机 械 系统 的 运动 伴随 能 量 耗 散 , 则 仍 可 以 利用 通常 的 运动 方 
程 来 描述 该 系统 的 运动 ,这 时 只 需 在 作用 于 系统 的 力 上 增加 一 个 是 速度 线性 函 
数 的 所 谓 耗 散 力 或 摩擦 力 即 可 .这 个 力 能 够 表示 为 某 个 称 为 耗 散 肾 数 的 R( 是 
速度 的 二 次 函数 ) 对 速度 的 导数 形式 . 于 是 ,相对 于 系统 任 一 广义 坐标 q. 的 摩 
#57, 具有 如 下 形式 : 


= eR 
са" 
耗 散 函数 本 质 上 是 速度 q, 的 正二 次 型 ， 上 式 的 等 价 关系 式 是 
6R =- У /.64., (33.1) 


Ф 在 这 里 ,机 械 能 指 的 是 在 弹性 体内 部 宏观 运动 的 动能 与 其 因 形变 引起 的 (弹性 ) 势 能 之 和 . 
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ООО... 
式 中 SR 表示 速度 无 限 小 变化 时 耗 散 函数 的 变化 .同样 可 以 证 明 ,单位 时 间 内 系 
统 机 械 能 的 减 小 是 由 耗 散 函 数 的 两 倍 (2R ) 确定 的 . 

不 难 把 关系 式 (33.1) 推 广 到 在 连续 体内 部 带 有 摩擦 运动 的 情形 . 在 这 种 情 
形 下 .系统 的 状态 由 连续 的 广义 坐标 确定 . 这 些 坐 标 就 是 在 物体 上 每 一 个 给 定 
点 上 的 位 移 矢量 и. 因而 ,应 当 把 关系 式 (33. 1) 改 写 为 积分 形式 

5 [Rav == [ae av. (33.2) 
Аре 是 作用 于 物体 每 单位 体积 上 的 耗 散 力 ; 在 整个 物体 上 的 总 耗 散 函 数 
Fy [Rav ,其 中 尺 是 由 对 于 物体 单位 体积 的 耗 散 函数 . 

现在 来 确定 形变 体 耗 散 函数 R 的 一 般 形 式 . 函数 RR 是 描述 内 摩擦 的 ,因此 
如 果 在 物体 中 没有 内 部 运动 ,特别 是 如 果 物 体 只 做 整体 移动 或 转动 时 ,函数 R 
SETE. KARB, o= сопы 时 和 当 v=02 x r 时 , 耗 散 函数 应 等 于 零 . 这 就 意 
味 着 .R 应 与 速度 本 身 无 关 , 而 与 速度 的 梯度 有 关 , 并 且 它 只 能 是 包含 这 样 导数 
的 组 合 , 即 在 r=Q xr 时 , 它 等 于 零 ， 这 样 的 组 合 就 是 和 式 ( 即 应 变 张 量 对 时 间 
的 导数 山 ) : 

1 / д0, др, 
меана 


这 样 一 来 , 耗 散 函数 就 必须 是 „АЖ 此 类 函数 的 最 一 般 形式 为 


R = eda ` (33.3) 
式 中 的 四 阶 张 量 店 ， 可 以 称 为 黏度 张 量 该 张 量具 有 如 下 明显 的 对 称 性 质 @: 
T] = Тых = Тып = Пан" (33.4) 


表达 式 (33.3) 类 似 于 晶体 自由 能 表达 式 (10.1) ,只 是 现在 式 中 以 mw 代替 
了 弹性 模 量 张 量 A， ,以 张 量 岂 代替 了 张 量 ws， 所 以 ,在 $510 中 对 于 具有 各 类 
对 称 性 的 晶体 所 得 到 的 一 切 关 于 张 量 A 的 结果 也 完全 适用 于 张 量 mu, 

特别 是 ,在 各 向 同性 物体 中 , 张 量 mw 总 共 只 有 两 个 独立 分 量 ,并 且 R 可 以 
写 为 类 似 于 表达 式 (4.3) 对 于 各 向 同性 物体 弹性 能 的 形式 : 


| 
R = n( va - ёа") +, (33.5) 


RP n Ae 是 两 个 黏 性 系数 . 因为 本 质 上 是 正 函 数 ,所 以 系数 m A e 也 必须 
是 正 值 . 


加 ”类 似 关 于 黏 性 流体 的 讨论 ,参见 第 六 卷 § 15 ,并 比较 之 . 

2) Е КИН (ЕВ FB WF ( Onsager) 动 理 系数 对 称 诛 理 的 结果 - 正 是 这 个 原理 导致 了 式 
(33.4) 的 第 一 个 等 式 (关于 线性 关系 (33.7) 的 系数 的 ) 和 二 次 型 (33.3) 存 在 的 等 价 事实 . 这 将 根据 $41 
中 类 似 的 结论 直接 证 湖 . 
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关系 式 (33.2) 类 似 于 对 弹性 自由 能 建立 的 关系 式 
5 [Рау =- [Р.бщау, 


Ф F, = до и/ дх, 是 作用 于 物体 单位 体积 上 的 力 . 因此 ,通过 张 量 ww 表 示 耗 散 
力 fi 的 表达 式 就 像 用 4 表示 F. 的 表达 式 一 样 ,可 以 直接 写 为 : 





до 

pi = д ° (33.6) 

式 中 的 耗 散 应 力 张 量 о, РЕ: 
Сц = о. (33.7) 
因此 ,如 在 运动 方程 中 考虑 黏 性 ,可 以 用 简单 的 方法 来 实现 , 即 在 这 些 方程 中 用 

和 式 O ig +o% 来 代替 应 力 张 量 Tik: 
在 各 向 同性 物体 中 

Ti =2n[ Vik - зи) + OVD. (33.8) 


目 然 ,这 个 表达 式 在 形式 上 跟 流 体 的 黏 性 应 力 张 量 表达 式 是 一 样 的 . 
$34 固体 中 声 的 吸收 


固体 中 的 声 吸收 系数 ,可 以 完全 类 似 地 像 对 流体 那样 进行 计算 (参见 第 六 
卷 ,$79). 在 这 里 ,我们 对 各 向 同性 物体 进行 相应 地 计算 . 
物体 中 机 械 能 的 耗 散 由 下 面 的 和 式 给 出 : 


Ë u = = a iF T)'dV - 2 frav, 


式 中 ,第 一 项 是 由 热传导 决定 的 ; 而 第 二 项 是 由 黏 性 决定 的 . 因而 ,利用 表达 式 
(33.5) 后 ,我 们 有 公式 


É. S= 2 | v Г)?аи - 2n | ( в <= Lauvu) dv 2. ¿ fuidv. (34.1) 


JN TR E PA EE ЕЖА, ЈНА АВ АО Р Bg 5). В 
的 表达 式 (6.4) 将 绝热 条 件 写 为 
S (T) + Кои = S,( Ts), 
AF T, 是 物体 未 形变 状态 的 温度 . 将 差 5,(7T) -STRA T - T, ЖЖ, 
精确 到 一 次 项 时 ,我 们 有 


S(T SER) =(T-7,) -r-r 
af ) = S; ( 0) = ( СУ эт, т. = 5) 
(А Sp ЕЕ и, =0 即 体积 不 变 情形 下 取 的 ). 于 是 有 


Ta K 


T-T,= - С 





Ц + 
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再 利用 关系 式 


ба Ки _ 2 4 2 
即将 上 面 的 表达 式 改 与 为 
Т, ¿ 4 
f-t = a Un -3 ju (34.2) 


首先 ,我 们 来 看 横向 弹性 波 的 吸收 问题 . 热传导 一 般 不 会 引起 这 种 波 的 吸 
收 (在 所 研究 的 近似 程度 内 ). 实际 上 ,在 横 波 中 ,wi =0. 因此 ,根据 式 (34.2)， 
其 中 的 温度 是 不 变 的 . 特别 是 ,假设 选取 波 的 传播 方向 为 x 轴 时 


u = 0, u,=uycos(kx-@t), и, = Leos( kx — 01), 
而 不 为 零 的 应 变 张 量 只 有 
uo, k . ug, k + 
u, = –—5 sin( kx -wt), и. = -2 $in (kx — wt). 


物体 单位 体积 的 耗 散 能 按时 间 的 平均 值 可 由 式 (34. 1 ) 得 到 : 


4 
D w 2 2 
E = - (u, +u), 
2с, 


тес 


式 中 我 们 已 置 k=w/ec,. 波 的 总 平均 能 量 等 于 平均 动能 的 二 倍 , 我 们 得 到 该 量 在 
单位 体积 上 的 值 : 


E =pú ° = ио, + uo, ). 


声 吸 收 系数 定义 为 波 的 平均 耗 散 能 与 二 倍 平均 能 流 之 比 .该 值 确定 了 波幅 
随 距离 的 变化 规律 , 即 与 e* 成 比例 地 减 小 .这样 一 来 ,我 们 就 求 出 了 横 波 吸收 
系数 的 如 下 表达 式 : 


у, = ЕЗ Er (34.3) 

在 纵向 声波 时 ,uw, = uocos (kx - wt), и, = u, =0. 借 助 于 公式 (34. 1) 和 
(34.2) 进行 类 似 地 计算 ,最 后 得 到 : 

п (314) 52 “(1-39 | (34.4) 

严格 地 说 ,这 些 公式 只 适合 于 完全 各 向 同性 的 非 晶 物体 . 但 是 ,它们 同样 可 
以 用 来 在 数量 级 方面 确定 各 向 异性 的 单 唱 体 的 声 吸 收 规律 . 

在 多 晶体 中 , 声 吸 收 显现 出 特殊 的 性 质 . 如 果 声 波 波长 Л 远 小 于 单个 晶体 
的 尺寸 e, 则 在 每 一 个 晶体 中 , 声 被 吸收 的 情形 ,也 像 在 大 晶体 那样 被 吸收 ,并 且 
吸收 系数 正比 于 o°. 


而 如 果 À >> a, 则 吸收 的 性 质 就 变 了 . 在 这 种 波 中 ,可 以 认为 每 一 个 晶体 都 
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受到 了 均匀 分 布 压力 的 作用 . 但 是 由 于 晶体 和 在 其 接触 面 上 边界 条 件 的 各 向 异 
性 ,故此 时 产生 的 形变 是 非 均匀 的 . 在 晶体 尺寸 的 长 度 上 , 它 发 生 了 相当 大 的 变 
化 (相当 于 本 身 同 样 数量 级 的 变化 ) ,而 在 波长 的 长 度 上 没有 变化 ,就 和 在 均匀 
物体 中 一 样 . 对 于 声 吸 收 来 说 ,形变 的 变化 速度 和 发 生 的 温度 梯度 都 是 很 重要 
的 .其 中 的 第 一 个 仍然 是 通常 的 数量 级 ,而 在 每 个 晶体 的 范围 内 温度 梯度 都 异 
常 的 大 . 因此 ,由 热传导 所 决定 的 声 吸 收 要 比 与 黏 性 有 关 的 声 吸收 大 得 多 ,所 以 
只 需 计 算 前 者 就 足够 了 . 

我 们 考虑 两 种 不 同 的 极限 情形 . 在 数量 级 为 a 的 距离 上 ,由 热传导 使 温度 
均匀 化 的 时 间 ( 热 传导 的 弛 和 豫 时 间 @) 是 а’/х 的 数量 级 . 首先 我 们 假设 w << 
ж/а? ,这 就 是 说 , 弛 豫 时 间 比 波 的 振动 周期 要 小 . 因此 ,在 每 个 晶体 的 范围 内 ,在 
很 大 程度 上 来 得 及 建立 热量 的 平衡 ,在 这 里 我 们 遇 到 的 几乎 是 等 温 振动 . 

设 7 是 发 生 在 晶体 内 的 温差 ,而 7; 是 在 绝热 过 程 时 发 生 的 温差 . 由 热传导 
而 散 出 的 热量 (在 单位 体积 上 ) 为 

- У · garr- E 
在 形变 时 产生 的 热量 的 数量 级 是 Г.С ~ oT C( C 是 热 容量 ). 使 这 两 个 表达 式 相 
等 ,得 到 


Pen 98, 
在 晶体 尺寸 的 范围 内 ,温度 变化 的 数量 级 是 了, 因而 ,温度 梯度 的 数量 级 是 


7'/a, 最 后 ,由 式 (34.2) 求 出 T; ,此 时 应 在 式 中 置 u; ~ ku ~ uo/c ( u 是 位 移 矢量 
的 振幅 ): 


С 
(自然 ,估计 数量 级 时 ,我们 没有 区 分 不 同 的 声速 c). 借助 于 这 些 结果 ,我 们 可 以 
计算 单位 体积 的 耗 散 的 能 量 : 


Ж “(V ру A , 


ый (34.5) 


а 


将 其 除 以 能 流 cE ~ opw u° , 则 得 到 所 要 求 的 阻尼 系数 


2 2 
ў 218-200 68 (ozek) (34.6) 
xC a 


(С. Zener,1938 ) . 将 该 表达 式 与 通常 的 表达 式 (34.3) 和 (34.4) 比较 ,我 们 可 以 
说 ,在 所 研究 的 情形 下 , 发 生 在 多 晶 物 体 的 声 吸收 就 如 同 它 具有 下 面 的 符 性 系 


Q ”描述 一 个 系统 (或 物体 ) 的 某 自 变量 发 生 突然 改变 时 , 因 变 量 从 一 个 平衡 状态 逐渐 改变 到 男 一 个 
平衡 状态 的 现象 称 为 弛 节 ,这 一 过 程 所 经 历 的 时 间 称 为 好 隐 时 间 . 一 一 译 者 注 
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数 一 样 : 
Ta p cta? 
。 i ; 
但 是 远 比 组 成 它 的 晶体 的 黏 性 系数 要 大 得 多 . 

其 次 ,我 们 来 研究 一 种 特殊 极限 情形 , 即 o >> да? 的 情形 . КУН, 9 FR 
时 间 远 大 于 波 的 振动 周期 . 因而 ,由 于 形变 产生 的 温度 差 ,在 每 一 个 周期 的 时 间 
间隔 内 还 来 不 及 进行 调整 使 其 均衡 . 但 是 ,我们 不 能 认为 ,确定 声 吸收 的 温度 梯 
度 是 Т, Ма 的 数量 级 ,从 而 就 只 去 考虑 每 个 晶体 内 部 的 热传导 过 程 . 在 现在 的 情 
ЕЕ ,它们 之 间 起 主要 作用 的 应 该 是 相 邻 晶体 之 间 的 热 交 换 ( 伊 萨 科 维 奇 ( M. 
А. Исакович) .1948). 如果 晶 体 之 间 彼 此 是 绝热 的 , 则 在 它们 之 间 的 界面 上 就 
会 形成 数量 级 为 T, 的 温度 差 ,也 就 是 各 单个 晶体 范围 内 的 温度 卷 . 实际 上 , 当 
通过 晶体 之 间 的 接触 面 时 ,边界 条 件 要 求 温度 连续 ， 因而 就 出 现 了 从 界面 向 前 
体内 部 “传播 "的 “温度 波 ” ,这些 波 在 距离 


2-08) 
F h pl ЕО. 在 所 研究 的 情形 中 8 <<a, 即 基本 的 温度 梯度 是 76/6 的 数量 级 ， 
并 且 发 生 在 比 晶 体 的 一 般 尺 寸 小 的 距离 上 . 对 应 的 晶体 的 部 分 体积 ~a 5, 取 其 
对 晶体 总 体积 ~a 的 比 ,我 们 求 出 平均 耗 散 的 能 量 : 





= кр аа кт 
E а = rr “Tas 
НЕ (34.5) КАИ Т, ,并 除 以 cE ~ cpw u` , 即 得 到 要 求 的 吸收 系数 
y TPS ды ( "4 o >> 2C 8+), (34.7) 
€ a 


该 式 表示 吸收 系数 正比 于 频率 的 平方 根 包 . 

这 样 一 来 ,在 极 小 的 频率 (w <<a’) 情形 下 ,多 章 物 体 中 的 声 吸收 系数 与 
w 一 样 变化 ; 然后 ,在 xX/a << о << с/а 范围 内 , 声 吸 收 系数 正比 于 w” ; 而 当 
w >> c/a 时 ， 吸收 系数 重新 加 到 正比 于 w. 

同样 的 考虑 也 适用 于 细 杆 和 薄板 的 横 波 衰减 ， 如 果 杆 或 板 的 厚度 为 h , JI] 当 
À >> 下 时 ,横向 温度 梯度 是 主要 的 ,并 且 衰 减 主要 是 由 热传导 引起 的 ( 见 本 节 习 
题 )， 如 果 同 时 满足 不 等 式 w <<y/h' , 则 可 以 认为 振动 是 等 温 的 . 因此 ,例如 ,在 


= 


D 注意 ,如 果 传 热 介质 的 边界 是 x*=0 的 平面 ,其 超过 的 温度 按 Т’ = Тре -六 规律 周期 地 变化 , 则 在 
介质 中 温度 的 分 布 可 以 用 下 面 的 "温度 波 " 米 描述 : Т’ = Тоехр[ -iwt- (1 +1) х Jory) ] (参见 第 六 
Ж. 852). 

D 在 固体 壁 板 ( BJ tn ife 4 E) ИЩИ k SGK th f 38 09 E, ЕЕЗ а 
性 . 参见 第 六 卷 , $ 79. 
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这 种 情形 下 确定 杆 或 板 的 固有 振动 频率 时 ,就 可 以 引用 等 温 弹 性 模 量 的 值 . 
习 题 


习题 1 试 确定 杆 的 纵向 固有 振动 的 阻尼 系数 . 
解 :振动 随时 间 的 阻尼 系数 定义 为 





振幅 随时 间 的 减 小 正比 于 @“.， 
在 纵波 时 ,在 杆 的 任 一 小 段 产 生 了 简单 拉 伸 或 压缩 ,其 应 变 张 量 的 分 量 为 





ди, ди, 
u, = аэ и. = Чу, = Ou a? 
此 时 = ucoskzcoswt ,其 中 
k = 一 二 一 . 
ЕВ 
用 类 似 于 正文 中 给 出 的 方法 计算 , 即 可 导出 下 面 的 阻尼 系数 表达 式 : 
Зе? – 4с; с? 2 2 
Er аа " (cy -e е – 4с?) шга. 


在 这 里 ,我 们 已 按照 公式 (22.4) 引 入 速度 cj,c, 代替 Eaa 

习题 2 试 确定 板 的 纵向 固有 振动 的 阻尼 系数 . 

解 : 对 于 振动 方向 与 波 方向 (x 轴 方 向 ) 平 行 的 波 , 其 应 变 张 量 中 不 为 零 的 分 
量 有 





ди, ба ди, 
本 ask U 
( 见 式 (13.1) ). 该 波 的 传播 速度 等 于 
| Eu Е 
pl ~ 
经 计算 导出 如 下 的 结果 ; 
B= m Зе +4c беис с; ,KTap (1 +9)" 
СТЬ АХ 


对 于 振动 方向 与 波 的 方向 垂直 的 波 ,u =0 ЖА 1515 q — 46 # 3 
7 制约 . 这 种 情形 下 的 阻尼 系数 总 是 由 下 面 的 公式 确定 : 
no? 
Р 2pc; 
杆 捏 转 振 动 的 阻尼 也 属于 这 种 情况 . 
习题 3 试 确定 杆 横向 固有 振动 (频率 满足 条 件 :w >>x/h ,h 为 杆 的 厚度 ) 
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的 阻尼 系数 . 
解 :热传导 在 阻尼 中 起 主要 作用 . 根据 $17, 对 杆 的 任 一 体 元 ,我 们 有 


_ д = г x 
и.. TR’ и, =u,, s up 


(在 xz 平 面 弯曲 ). 3 o >>y/h' 时 ,是 绝热 振动 . ГЕВ dh 0, dh 3 4 R = 
1 X” ,所 以 
u. = (1 -2cz,,)xX” 
( 搬 号 ' 表 示 对 z 取 导数 ). 在 杆 的 横 方向 上 温度 变化 最 快 ,因此 (VT) = 
( ЭТ/дх)*. 借助 于 式 (34. 1) 和 (34.2) 得 到 整个 杆 的 平均 耗 散 能 : 
” E g [xa 
(S 为 杆 的 横 截 面 面 积 ). 总 平均 能 可 以 作为 势能 
Eal, | Хаг 
的 二 倍 求 得 . 最 终 得 到 阻尼 系数 : 
kTa SE ， 
"WE 
习题 4 试 确定 板 横向 固有 振动 (频率 满足 条 件 :w >>X/h ,大 为 板 的 厚度 ) 
的 阻尼 系数 . 
解 :根据 式 (11.4) ,对 板 的 任 一 体 元 ,我 们 有 
1-20, д? 
Ë s". 
(Жл фа). 按 公 式 (34.1) 和 (34.2) 求 出 耗 散 能 ,而 总 平均 能 为 表达 式 
(11.6) 的 二 倍 . 阻尼 系数 等 于 
_2кТа Ем 1+0 _2кТо?р (3с – 4с; ) с, 
ЗСА l=wi ЗОР а-в) 
习题 5 试 确定 与 非 绝 热 振 动 有 关 的 杆 横向 振动 固有 频率 的 变化 . 假设 杆 
的 形状 是 一 个 长 条 薄板 ,厚度 为 hh, 杆 的 表面 是 隔 热 的 . 
解 : 设 T(x,!) 是 绝热 振动 时 杆 内 的 温度 分 布 ,而 T(x,t) 是 杆 内 真实 的 温 
度 分 布 (x 是 沿 杆 厚度 的 坐标 . 而 温度 沿 yz 平面 的 变化 被 忽略 ,因为 变化 非常 组 
$). 很 明显 ,由 于 T=7T, 时 ,物体 各 个 部 分 之 间 不 存在 热 交 换 , 热 传导 方程 应 为 
如 下 形式 : 





из = 


д 3T 
ТТ = 
ть а) Fe 


在 具有 频率 为 w 的 周期 振动 时 ,温度 从 原来 的 平衡 值 To 1А Тт. = T. Tos 
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T=7T-7T, ,它们 都 正比 于 e “. 由 此 ,我 们 有 


„n iw іо 
ОР 2 “Ты 
Х X 


( 搬 号 ' 表 示 对 * 取 导数 )， 因 为 根据 式 (34.2) ,7 正比 于 i, 而 ui 的 分 量 正 比 于 
х( Я, $17) ,所 以 ru =4xr, 其 中 4 是 常数 ,我 们 不 需要 计算 它 (因为 在 最 后 的 解答 
中 会 消失 ). 当 具 有 在 yx +h/2 时 ,7' =0( 杆 的 表面 隔 热 ) 的 边界 条 件 时 ,方程 


iw iw 
T” +—rT = — Ах 


的 解 是 


_ "Вах " A м 
т=А(х БЫ) | ааа. 2Y ` 


当 杆 在 xz 平面 内 论 曲 时 ,应 力 形成 的 这 抵 М 是 由 等 温 部 分 M... ( $E W 
曲 时 的 弯 矩 ) 和 与 杆 的 非 均 匀 加 热 有 关 的 部 分 一 起 形成 的 .如果 М, ,是 绝热 谊 
Уж, ñ) # Ë Z £ ë 3k it 22 P, НИЯ ЬМ, a M, ЮВ F 
面 的 比例 减 小 : 
i + flw) = | xzra/ | raqa 
对 任意 频率 o MERRIE Е, M, 与 1,/R 的 比例 系数 ( 见 式 (17.8)) 一 样 ， 
Pga Ena -E =E Ta /(9C,)( 见 式 (6.8),E 是 等 温 杨 氏 模 量 ) , 即 可 写 出 


E, =E+[1 Ла) E se- 
经 计算 得 到 f(w) 的 表达 式 : 
24 ikh kh 
Ко) = may an s) 


当 ww MN, 2 r f=1, A% E. =E. 3 00 8 ,f=0,Z E, = E. 
固有 振动 频率 正比 于 杨 氏 模 量 的 平方 根 ( 见 8$25 的 习题 4 一 6). 于 是 有 


оо tfo) ве |, 

K P o, 是 完全 绝热 条 件 下 的 固有 振动 频率 值 . w 是 复数 . 将 实 部 和 虚 部 分 开 
(w =w'+ 论 ) ,最 后 我 们 得 到 固有 频率 

; (1 ETa? 1 Ее 


ман: З 3C, = coshé + cos£ 


和 阻尼 系数 


-| 1 _ 1 sinhé+ = | 
ЗС, £ cosh + созё] ’ 


式 中 引用 符号 专 =A(wo/2K)”. 
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ЖК ЕЛАН, Фо 应 趋 于 ol( 理 应 如 此 ) ,而 阻尼 系数 趋 于 
_ 2ETo”y 
ЗС, ' 
这 与 习题 3 的 结果 是 一 致 的 . 
而 小 的 去 值 时 ,几乎 与 等 温 条 件 相 符合 . 在 这 种 情形 下 


ETa a E 1/2 
өт-тас) lz.) 


ET œ h? 2 
= w 


WE 





而 阻尼 系数 





B 
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对 于 典型 流体 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 一 直到 运动 周期 远大 于 分 子 时 间 的 情 
形 时 总 是 适用 的 . 但 是 ,对 于 高 入 性 流体 是 不 适合 的 .对 于 这 种 流体 ,在 运动 周 
期 非常 大 时 ,通常 的 流体 动力 学 方程 已 经 变 得 不 再 适用 了 . 这 种 黏 性 流体 ,在 足 
够 短 的 时 间 ( 但 仍 大 于 分 子 时 间 ) 间 隔 内 ,其 表现 就 像 固体 (例如 :甘油 ,松香 ) 一 
样 . 非 晶 固 体 ( 如 玻璃 ) 可 以 视 为 这 种 具有 最 高 黏 性 流体 的 极限 情形 . 

这 种 流体 的 性 质 可 以 用 下 述 的 方法 来 描述 (由 麦克 斯 韦 ( Maxwell ) 提出 ) : 
在 很 短 的 时 间 间 隔 内 ,它们 是 弹性 形变 . 但 是 ,在 形变 停止 以 后 ,其 内 部 仍然 保 
留 着 随时 间 训 减 的 前 应 力 ,因而 在 足够 大 的 时 间 间 隔 之 后 ,流体 中 实际 上 任何 应 
力也 没有 留 下 来 . 设 7 是 发 生 应 力 衰减 的 时 间 数 量 级 (7 有 时 称 为 麦克 斯 韦 弛 
ВН). 假设 流体 受到 某 一 具有 频率 w 随时 间 周 期 变化 的 外 力作 用 ,如 有 果 力 的 


变化 周期 一 远 远大 于 弛 殉 时 间 т К от <<1, 则 所 研究 的 流体 将 表现 为 通常 的 


黏 性 流体 . 相反 , 当 频 率 o 足够 大 ( 即 wr >>1) 时 ,流体 将 表现 为 非 晶 固体 . 

对 应 于 所 研究 流体 的 这 种 “中 间 ( 过 渡 ) 的" 性质, 它们 可 以 同时 用 黏 性 系数 
n 和 某 种 “前 切 模 量 " 来 描述 . 不 难得 到 тро МНЕНИИ 7 彼此 在 数量 级 方面 
的 相互 关系 . 当 作 用 具有 足够 小 频率 的 周期 力 时 ,这 种 流体 的 表现 与 通常 的 流 
体 一 样 , 应 力 张 量 由 流体 中 壬 性 应 力 的 通常 表达 式 确定 , 亦 即 

о, = 2mu, = – 2ітоиц. 

在 相反 的 大 频率 极限 情形 ,流体 表现 为 和 固体 一 样 ,并 且 内 部 的 应 力 必 须 用 
弹性 理论 公式 来 确定 , 亦 即 o, =2pua( 这 里 说 的 是 “ 纯 前 形变 " ,因而 假设 = 
0,o, =0,)， 当 频率 的 数量 级 为 a ~ 1/т 时 ,由 上 面 两 个 表达 式 确定 的 应 力 , 按 
数量 级 来 说 应 是 相同 的 ,于 是 有 nu/Ar ~pu/A ,由 此 得 到 

N ~ TH. (35. E) 
这 即 是 所 求 的 关系 . 
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最 后 ,让 我 们 推导 用 来 定性 描述 高 黏 性 流体 性 质 的 运动 方程 . 为 此 ,我 们 从 
最 简单 的 应 力 (在 运动 停止 以 后 ) 训 减 规 律 假设 开始 , 即 认为 应 力 按 简单 的 指数 
规律 衰减 ,相应 的 方程 是 


do, X 1 
9 ` r 


男 一 方面 ,在 固体 中 已 有 ou =2H ,因此 
do, _„ du, 
ü ар 





显而易见 ,方程 
do, 1 Чи 
à “та SM T 
在 缓慢 运动 和 快速 运动 两 种 极限 情形 下 都 能 导出 正确 的 结果 ,因此 ,可 以 作为 过 
渡 情 形 的 插入 方程 . 
例如 ,对 于 周期 运动 , Ч uw 和 oi 是 通过 因子 e “而 依赖 于 时 间 时 ,由 式 
(35.2) 有 








(35.2) 


l ; 
~ IWO ей = -2 риа, 
于 是 


= 2 
Ти P S 
54 wr >>1 时 ,该 式 给 出 о, =2pu, 即 固体 的 通常 表达 式 . 而 当 wr << 1 时 

Ta = – 2іртоиц =2UTü k, 


这 即 是 具有 黏 性 系数 为 pr 的 流体 的 通常 表达 式 . 


(35.3) 
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从 宏观 观点 来 看 ,液晶 是 各 向 异性 的 流动 介质 . 这 种 介质 的 力学 , 既 带 有 通 
常 流体 介质 的 固有 特征 ,又 带 有 弹性 介质 的 固有 特征 ,就 这 个 意义 来 说 , 它 处 于 
流体 动力 学 和 弹性 理论 之 间 的 位 置 . 

有 各 种 类 型 的 液晶 . 由 各 类 向 列 相 液 最 (或 者 ,为 了 简便 ,通常 就 叫 向 列 相 ) 
组 成 的 介质 ,在 未 形变 状态 ,不 仅 在 宏观 上 ,而 且 在 微观 上 也 是 均匀 的 ,介质 的 各 
向 异性 只 与 分 子 在 空间 取向 的 各 回 异 性 有 关 ( 见 第 五 卷 $ 139, $140). 绝 大 多 
数 已 知 的 向 列 相 属于 最 简单 的 类 型 ,在 这 些 向 列 相 中 ,各 向 异性 完全 取决 于 在 介 
质 中 每 一 点 给 定 的 辨别 其 方向 的 单位 矢量 п, К п 称 为 指向 夭 . 在 这 种 情形 
下 , 叶 和 -=- 严 只 有 识别 符号 的 意义 ,物理 上 是 等 价 的 思 中 , 因此 ,识别 的 只 是 沿 其 
两 个 相反 方向 等 价 确定 的 轴 . 最 后 ,这 种 类 型 向 列 相 的 特性 (在 它 每 个 体 元 上 ) 
是 关于 反 演 ( 即 三 个 坐标 全 变 号 ) 的 不 变性 号 下面, 我 们 只 研究 这 类 向 列 相 
на. 

这 样 一 来 ,描述 向 列 相 介质 每 一 个 给 定点 的 状态 ,除了 流体 通常 有 的 量 一 一 
密度 p, 压 力 р 和 速度 ov 外 ,还 有 一 个 指向 和 撩 n. 所 有 这 些 量 都 作为 坐标 和 时 间 的 


(D Же уе К (Л. П. Питаевский ) 共同 编写 . 

D ЕЕ Е, RH AURI НИ PQ W В НК 9 ТЕ, K Ik F JE ИН} ЯЗ 3 M ñh AI P 3⁄ HR ВВ 
两 大 类 ,从 分 子 排列 的 有 序 性 上 把 热 致 液晶 分 为 三 类 , 即 丝 状 相 液 晶 ,螺旋 状 相 液晶 , 层 状 相 液晶 ; 而 在 化 
学 上 , 按 其 组 成 结构 又 把 这 三 类 热 致 液 晤 相应 地 称 为 向 列 相 液 晶 , 胆 价 相 液晶 , 近 晶 相 液 最 .本 章 主要 研 


究 的 是 这 三 类 液晶 相 的 力学 问题 . 一 一 译 者 注 
DO EAR P.n 和 一 n 的 等 价 性 系 指 把 n 代 换 为 -nn 时 ,系统 的 一 切 不 变 ; 而 反 演 不 变性 
系 指 相对 于 任意 冬 直 于 的 平 钠 两 边 的 系统 都 是 对 称 的 . 一 一 译 者 广 


© ”关于 非 反 演 不 变 的 向 列 相 ,形变 是 不 稳定 的 , 它 将 被 变 成 所 谓 的 胆 澳 相 , 见 $43， 
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未 知 函 数 包 含 在 向 列 相 液 晶 的 运动 方程 中 . 

在 平衡 状态 ,没有 受到 外 力 ( 其 中 包括 来 自 限制 它 的 壁 板 方面 的 ) 作 用 的 静 
止 向 列 相 是 均匀 的 : 在 它 的 全 部 体积 内 n=const. 而 在 已 形变 的 向 列 相 中 , 38 In] 
所 的 方向 沿 着 空间 缓慢 地 变化 ,在 这 里 "缓慢 " 指 的 是 在 通常 意义 下 对 宏观 理论 
来 说 的 : 即 形变 的 特征 长 度 远 大 于 分 子 的 尺度 ,因此 ,导数 9n;/9x, 应 视 为 小 量 . 

在 这 一 章 , 像 以 前 各 章 一 样 ,我 们 将 认为 所 有 的 热力 学 量 都 是 对 形变 后 物体 
单位 体积 的 ,而 不 是 对 未 形变 单位 体积 的 . 因而 , 某 种 向 列 相 介质 的 自由 能 密度 
忆 是 由 未 形变 向 列 相 的 自由 能 К, (р, T) 和 形变 的 自由 能 Е, 形成 的 这 后 面 一 
项 是 n 的 导数 之 平方 的 表达 式 , 它 的 一 般 形式 是 ( 奥 森 (C. W. Озееп) ‚1933; 
3 м: (Е. С. Frank ) .1958 ; {X E va #k (J. L. Ericksen),1962): 


4 К, ， K ‚ К, ; 
P e= F ЕЦ mi + я-а) такуа (36.1) 


(参见 第 五 卷 , S 140). 注意 ,关于 单位 矢量 n(r) ,由 于 恒等式 Vn =0, 所 以 等 
式 

пхУхн = - (п + V)n. (36.2) 
因此 ,在 式 (36. 1) 中 的 最 后 一 项 同样 可 以 写 为 等 价 的 形式 :Ks[ (п + V )n]° /2. 

能 量 式 (36. 1) 在 向 列 相 液晶 力学 中 起 的 作用 ,类 似 于 固体 形变 的 弹性 能 的 
作用 . 正 是 如 此 ,向 列 相 力 学 增添 了 某 些 弹性 理论 的 特点 山 . 

在 式 (36. 1) 中 导出 的 三 个 平方 项 的 组 合 , 彼 此 是 独立 的 : 其 中 的 每 一 项 ,在 
另外 两 项 等 于 零 时 ,都 可 以 不 为 零 . 因此 ,未 形变 状态 的 稳定 性 条 件 要 求 三 项 的 
所 有 系数 K, Ka, K, (密度 和 温度 的 函数 ) 都 为 正 ,我 们 把 它们 称 为 向 列 相 弹 性 模 
量 ( 或 弗兰克 模 量 ). 

假如 在 形变 中 ,其 不 为 零 的 量 只 是 Y - n,n: V xn šK n x V хп ХЕ У 
一 个 ,相应 的 形变 称 为 展 曲 ,扭曲 或 弯曲 加 名， 在 一 般 情形 下 ,向 列 相 的 形变 同时 
包含 所 有 这 三 类 因素 为 了 说 明 它 们 的 性 质 ,这 里 我 们 举 出 几 个 简单 的 例子 . 
假设 向 列 相 介质 充满 两 个 同 轴 圆 柱 面 之 间 的 空间 , 设 p,p,z 是 圆柱 坐标 , 取 圆 柱 
面 的 中 心 轴 为 z 轴 ， 如 果 介 质 每 一 点 的 指向 矢 п 均 沿 着 半径 方向 (n, =1,n。 = 
n=0), 则 形变 是 展 曲 (V - п=1/г). 如 果 每 一 点 n 的 方向 均 沿 着 中 心 为 x 轴 的 
圆周 方向 (n=1,n, =n.=0), 则 我 们 有 一 个 纯 弯曲 ((V хм). =1/r). 最 后 ,如 


O 一 般 来 说 ,液晶 的 形变 导致 它 介 电极 化 和 相应 的 电场 (参见 第 八 卷 , $ 17) ,这 个 效应 通常 是 向 能 
的 ,我 们 不 去 考察 它 对 于 介质 的 力学 性 质 的 影响 ,同样 也 不 去 考察 外 磁场 对 液晶 性 质 的 影响 . 由 于 向 列 相 
对 磁 ( 实 际 上 是 抗 磁 ) 的 磁化 率 是 各 向 异性 的 , 故 磁 场 对 它 有 确定 方向 作用 . 

轩 ” 按 英文 的 术 滞 分 别 为 splay,twist,bend， 

团 ” 按 俄 文 原文 相对 应 的 直译 为 横向 弯曲 ,扭曲 ,纵向 弯曲 . 这 里 的 中 文 名 称 是 采用 国内 学 者 广汉 应 
用 的 英文 术语 详 出 的 . 一 一 择 者 注 
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果 n 沿 着 向 列 相 平 行 平面 层 的 厚度 (z 轴 ) 方 向 , 指 问 矢 按 规律 n, =eosp(z)， 
п, =sine(z) „п. =0 变化 , 则 我 们 遇 到 的 是 纯 扭 曲 (n* V xn= -92 (z)). 

限制 占据 液晶 介质 体积 的 壁 板 , 就 连 它 的 自由 表面 也 给 介质 以 定 回 作用 
(关于 这 点 将 在 下 面 说 明 ). 因此 ,一 般 来 说 ,限制 表面 存在 的 本 身 就 已 经 导致 了 
静止 液晶 介质 的 形变 .这 就 出 现 了 寻求 由 该 形变 确定 的 方程 解 的 问题 换 句 话 
涪 , 就 是 关于 在 给 定 边 界 条 件 下 ,由 均匀 分 布 n(r) 确 定 的 方程 的 求解 问题 (J. 工 . 
依 里 克 森 ,1966 ) . 

为 此 ,根据 一 般 的 热力 学 平衡 条 件 一 一 物体 总 自由 能 最 小 . 也 就 是 函数 


nr) 的 泛 函 一 一 积分 [Fay 最 小 .因为 矢量 n 是 单位 矢量 ,该 泛 函 应 该 在 附加 
条 件 п? =1 时 最 小 . 下 面 直 接应 用 熟知 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 ,应 要 求 变 分 
5 |{F -了 了 ACDe]dr (36.3) 
等 于 零 , 式 中 A(r) 是 某 个 函数 . 被 积分 表达 式 既 与 函数 必 (r) 本 身 有 关 , 又 与 它 
的 导数 有 关 . 我 们 有 " 
5 frav = | 2 + уди" ЧУ = 


_ ПаР _ ӘЕ А дЕ | 
| а Td TFT IA (36.4) 
r Мн... „НИ... ЭЖИ 
假定 在 边界 上 бп =0 ,对 总 自由 能 取 变 分 ,我 们 求 得 

5 [Fav s |aandv， (36.5) 
式 中 马 是 一 矢量 ,其 分 量 如 下 : 


š _ 9F еме 9 

ееси дп, ` Ни alan)’ 

KE H ЕН , 称 为 分 子 场 , 它 力图 使 整个 液晶 体积 内 严 的 方向 " 伸 直 ”. 
方程 (36. 3 ) 变 为 





(36.6) 


[сн + Лп)бта\ = 


按 此 式 ,由 于 变 分 n 的 任意 性 求 出 平衡 方程 H= -An, 所 以 A= -H - n, 亦 即 ， 
该 方程 的 纵向 分 量 由 选择 A 来 满足 ， 因 此 ,实际 上 的 平衡 条 件 归结 为 要 求 在 介 
质 的 每 一 点 上 矢量 Н 和 严 共 线 ,而 互 的 纵向 分 量 没有 物理 意义 于 是 ,平衡 条 
件 可 以 改写 为 


D 本 章 为 简化 公式 的 书写 ,我 们 将 利用 在 现代 书刊 中 常用 的 用 坐标 表示 微分 算 子 的 简化 方法 : 
д; = 9/ах,, 


166. хе 液晶 力学 


h=H -n(n - H) =O, (36.7) 
У A WJ hR, A n: А =0. 
我 们 来 求 适 合 于 自由 能 (36. 1 ) 的 分 子 场 的 显 式 表达 式 . 为 了 对 ain; 求 微 
分 ,我 们 注意 到 
У ERSSON (Уха) =2 да, 
( 式 中 eu 是 反 称 单位 张 量 ) ,因此 
ду -п = ð 
alan) “’ alan) 
最 后 得 到 关于 张 量 П, 2620 
II, =K ôV :n+K(n: У хп) ме, + К, (n xV xn) xn] ед. 


(36.8) 





(У xn), = ê kie 


按 式 (36.6) 的 定义 ,进一步 微分 得 出 分 子 场 如 下 十 分 复杂 的 公式 : 

Н =У( К, У · п) - !К, (п: Vxn)V xn+ V [ К, (п + V xn)n]! + 

+ | К, [ (пхУ хп) хУхт] +Ух[Кпх(пхУхп)]}. (36.9) 

对 于 平衡 方程 我 们 不 能 建立 一 般 形式 的 边界 条 件 : 它们 不 仅 与 弹性 能 
(36. 1) 有 关 , 而 旦 与 液体 和 限制 它 的 壁 板 之 间 相 互 作用 的 具体 类 型 有 关 , 这 个 
表面 能 必须 包括 在 总 自由 能 里 面 , 由 这 个 总 自由 能 的 最 小 值 确定 平衡 条 件 . 实 
际 上 ,这 些 表面 力 通常 都 是 很 大 的 ,以 致 可 以 不 管 样品 形变 的 性 质 而 确定 边界 上 
n 的 方向 ， 如 果 固 体 边界 的 表面 是 各 向 异性 的 , 则 这 个 方向 是 完全 确定 的 (或 是 
一 些 确定 的 方向 中 的 一 个 )， 如 果 表 面 是 各 向 同性 的 (这 里 属于 自由 表面 情 
形 ), 则 只 是 给 定 n 与 表面 法 线 之 间 的 夹 角 . 如 果 这 个 夹 角 等 于 零 , 则 n 具有 完 
全 确定 的 方向 表面 的 法 线 方 向 ,如 果 夹 角 不 等 于 零 , 则 n 的 容许 方向 为 充 
满 具 有 确定 张 角 的 圆锥 表面 . 

在 这 个 最 后 的 情形 中 ,必须 提出 补充 的 边界 条 件 . 它 要 求 在 式 (36.4) 中 对 
于 变 分 бп 的 表面 积分 变 为 零 来 确定 ,这 个 变 分 是 n 环绕 与 其 保持 倾角 的 表面 上 
每 点 法 线 的 转动 ( 即 变 分 不 改变 表面 能 ). 这 样 的 变 分 具有 ôn = (r xn)6g 的 形 
R, HEF v ERMAR E дф 是 任意 (在 表面 上 的 每 一 点 ) 旋 转角 .而 表面 面 元 
可 写 为 df =zd/, 于 是 我 们 得 到 

{Пету vidpdf = 0, 


由 于 де 的 任意 性 ,得 到 边界 条 件 
Петти, =0, (36. 10) 





或 ,z 轴 方 向 沿 着 р: 
Hn, - П.п, =0. (36.11) 
最 后 ,对 于 在 式 (36. 1 ) 中 出 现 的 弹性 模 量 还 要 作 如 下 的 说 明 . 它们 是 作为 
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确定 物体 等 温 形变 的 系数 引入 自由 能 的 . 但 是 ,不 难看 出 ,在 向 列 相 的 绝热 形变 
中 也 同样 是 由 这 些 系 数 确 定 的 . 实际 上 ,我 们 在 $6 中 已 经 看 到 ,对 于 固体 ,等 
温和 绝热 模 量 之 间 出 现 的 差别 ,是 由 于 在 自由 能 中 存在 应 变 张 量 的 线性 项 . 对 
FEI, A 00, п, 的 线性 项 能 起 着 类 似 地 作用 ,这 样 的 项 必须 是 数量 ,并 且 
Еп 改变 符号 时 它 是 个 不 变量 . 显然 ,这 类 项 是 不 可 能 构造 的 (乘积 mV x n 
是 个 伪 标 量 , 而 唯一 的 一 个 真 标 量 V* n 与 4 一 起 变 号 ). 由 于 这 个 原因 , 癌 列 相 
的 等 温和 绝热 模型 彼此 是 相符 的 (这 恰似 各 向 同性 固体 剪 切 模 量 所 出 现 的 那 
样 , 见 86). 这 些 讨 论 也 可 以 按 某 些 另外 的 方式 简短 地 表述 : 在 没有 线性 项 时 ， 
弹性 能 (36. 1) 的 平方 项 是 对 未 形变 物体 热力 学 量 的 第 一 次 “小 修正 ”, 由 于 是 
“小 增 量 理论 "(参见 第 五 卷 ,§ 15) , 当 表达 式 用 相应 的 热力 学 变量 (温度 或 精 ) 
表示 的 时 候 , 它 对 自由 能 和 对 内 能 是 一 样 的 . 
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向 列 相 介质 在 给 定 边界 条 件 下 的 平衡 状态 ,不 一 定 处 处 都 有 连续 分 布 的 
n(r)( 矢 量 n 在 每 一 点 都 有 完全 确定 的 方向 )， 在 向 列 相 力 学 中 ,也 必须 研究 包 
含 奇异 点 或 奇异 线 的 n(r) 场 的 形变 ,在 奇异 点 或 奇异 线 上 n 的 方向 是 不 确定 
的 ,这 种 线性 奇异 性 称 为 向 错 . 

发 生 向 错 的 可 能 性 ,可 以 举 几 个 简单 的 例子 来 说 明 . 我 们 来 考察 在 长 圆柱 
形容 器 中 的 向 列 相 ,而 且 边界 条 件 要 求 壮 垂直 容器 的 表面 . 自然 可 以 预料 ,在 平 
衡 时 每 一 点 上 的 矢量 n 都 位 于 圆柱 形容 器 的 横 截 平面 上 ,并 且 方 向 沿 着 该 截面 
的 半径 (表示 在 图 27(a) 上 ). 显然 ,这 时 在 圆柱 形容 器 的 中 心 轴 上 ,n 的 方向 将 
是 不 确定 的 ,因此 该 中 心 轴 就 是 向 错 如 果 边 界 条 件 要 求 在 容器 的 横 截 面 上 ,n 
的 方向 平行 于 容器 壁 , 则 确信 位 于 该 平面 上 矢量 п 的 分 布 是 处 处 都 沿 着 以 圆柱 


NE 


| 
| 
l 





图 27 
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面 轴 心 为 中 心 的 同心 圆 上 (图 27(b)). 在 这 种 情形 下 ,在 中 心 轴 上 的 方向 也 
将 是 不 确定 的 . 

上 面 是 直线 向 错 的 两 个 简单 而 特殊 的 例子 . 我 们 现在 来 研究 在 无 限 向 列 相 
介质 中 直线 向 错 中 n(r) 可 能 分 布 的 一 般 问题 .很 明显 ,在 这 样 的 向 错 中 ,n(r) 
的 分 布 与 沿 向 错 长 度 的 坐标 无 关 , 所 以 在 垂直 于 向 错 轴 的 平面 上 来 研究 它 就 足 
ET. 我们 将 认为 矢量 п 本 身 处 处 都 位 于 该 平面 上 . 这 样 一 来 ,我 们 研究 的 就 
是 向 列 相 力 学 的 平面 问题 了 . 该 问题 解 的 若干 一 般 性 质 已 经 能 够 由 普遍 理论 闻 
明 ,而 不 用 去 研究 具体 的 平衡 方程 . 

引入 圆柱 坐标 系 r,p,z, 而 z 轴 沿 着 向 错 轴 . 正如 已 经 指出 的 那样 ,n(r) 的 
分 布 与 坐标 z 无 关 . 同样 , 它 也 不 可 能 与 坐标 > 有 关 , 这 是 因为 在 提供 的 问题 (无 
限 介质 中 的 向 错 ) 中 没有 任何 带 有 长 度 因 次 的 参数 ,由 此 就 可 以 构造 变量 r 的 无 
因 次 函数 (如 n(r) 一 类 便 是 ) ,因而 , 待 求 的 分 布 就 只 与 角 变 量 有 关 :n =п(ф). 

{E z = const Е, 59| n 与 通过 给 定点 径 矢 之 间 的 夹 角 y (BI 28 ) ,在 
该 平面 上 矢量 n 的 二 维 分 量 : 

п, = со], п, = siny. 
极 角 e 从 平面 上 某 个 选择 的 方向 ( 极 轴 ) 算 起 . 
АЕА п УНК 0. ШИ, O =e +y. 

未 知 解 由 函数 y Co) 确定 . 它 必须 满足 物 
理 上 的 单 值 性 条 件 , 即 当 变 量 g 改变 27( 亦 即 ， 
绕 坐标 原点 绕 行 一 周 ) 时 ,矢量 n 必须 保持 不 8 28 
变 ( 精确 到 符号 ,由 于 n 与-n 的 方向 在 物理 上 的 等 价 性 ,容许 改变 符号 ). 这 就 
意味 着 ,必须 有 





9(ф+2т) =9(ф) +27n, 
yË rh n УЕ Я ЖЕ В (п =0 相应 于 n= const 的 “未 形变 "状态 ). 
МЖК yle) =9-ф, НИЯ 
/(ф+2т) =2т(п-1) +у(Ф). (37.1) 
п 称 为 向 错 的 弗兰克 (Frank ) 指标 . 
平衡 方程 (将 在 下 面 写 出 ) 由 导数 dy/dey 确定 并 具有 如 下 形式 : 

d l 

Ter (37.2) 
该 式 右边 没有 包含 无 关 的 变量 e , x E: 83 A fE КАИ ( In] 91) #8 ) fÉ: 2 КЕ 
z 轴 任 意 旋转 ( 亦 即 ,对 于 变换 фф + po) 时 ,方程 必须 是 不 变 的 . 函数 作业 ) 是 
周期 为 7 的 周期 函数 ,因为 和 沙 +" 在 物理 上 是 一 样 的 . 由 此 


Ф = [лем (37.3) 
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式 中 的 积分 常数 这 样 来 选取 , 即 当 wp =0 时 ,y=0. 将 该 表达 式 代 人 式 (37. 1 ) ， 
得 到 


f= | falas = —— (n #1), (37.4) 


(S E E ВТ kon F А ЈАН BOF ВИА ). 
анны 吉 论 : 当 整 个 图 形 绕 z 轴 旋 转 的 角度 


为 po = 到。 时 , 角 消 改变 了 , 亦 即 整个 分 布 保持 不 变 ， 实 际 上 ,考虑 到 函 
лин. 该 变换 导致 恒等式 





pirn р Ш + 
Ф m = | flx)dx = | fx) a A f(x)dx = @ + fx. 
这 样 一 来 ,由 于 只 有 一 个 单 值 性 要 求 ,z 轴 自然 的 成 为 对 称 轴 (C,) ,其 阶 数 为 
т=21п-11 (nÆ1). (37.5) 
指向 矢 的 “ 流 线 " 定 义 为 这 样 的 线 ,在 该 线 线 元 dl( Ч, =dr,d = гар) Е 
每 一 点 都 与 平行. 流 线 的 微分 方程 : 


ЧЕ, _ n, 
d тп 
亦 即 
de _ 
tan у. (37.6) 


由 此 可 见 , 特 别 是 ,在 流 线 之 中 存在 有 水 =pm(p 为 整数 ) 的 直线 . 这 些 线 是 
2|n 一 1| 的 径 向 射线 
ЕТ Р P, y =рт,р=0,1,2, т – 1. ITTY 
向 错 的 横 截 面 被 这 些 射 线 分 成 严 个 相同 的 彼此 重复 的 扇形 . 
现在 转向 对 于 向 列 相 求解 的 具体 作法 ,它们 的 形变 能 由 公式 (36. 1) 049 #1. 
对 于 平面 分 布 ,有 


уп оор. (1+4), 
г ар г 
| d. а, | Š 
(ухи), = а t= siny: (1+4), 
п. V xn =0 


四 ”该 问题 在 K, = K, 的 特殊 情形 已 经 由 奥 森 ( C. W. Озееп ‚1933 ) 和 弗兰克 (下 .人 C. Frank , 1958 ) 解决 
了 ,下 面 叙述 的 一 般 解 属于 加 洛 辛 斯 基 ( И. Е. Дзялошинский ,1970). 
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(ф’=аф/4ф). 在 自由 能 中 只 保留 了 带 有 KK, ЖК, 的 项 中: 


К, + К, 
4 


£ K, - К, 
е OT 
对 dr 的 积分 是 发 散 的 对 数 . 在 实际 问题 中 ,将 它 在 某 长 度 R( 样 品 尺寸 的 数量 
级 ) 以 上 和 在 距离 a( 分 子 尺度 的 数量 级 ) 以 下 部 分 截 去 ,这 里 宏观 理论 不 再 适 
Я]. 在 确定 我 们 感 兴趣 的 解 时 ,在 距离 a <<r << R 范围 内 ,可 以 认为 因子 





[Furdrdyp = fa — acos 24) (1 + y”) ted 


r= Иных 
° ” 
п, Br AFi ВО J ( e) Hi РИ КЛИМА ХЕ: 
Га = асов 24) (1 +4" )аф = min (37.8) 
该 变 分 问题 的 欧 拉 方程 是 
(1 -acos 2)" = asin 24 (1-4”). (37.9) 
首先 , 它 有 两 个 明显 的 解 : 
#.=0 (37.10) 
和 
pani. (37.11) 


这 是 轴 对 称 解 ,它们 与 图 27(a) #l( b) HRAD. 这 两 个 解 是 单 值 的 , 亦 即 该 向 错 
的 弗兰克 指标 n=1( 比较 式 (37. 1)). 
ТЖ п 的 解 , 我 们 注意 到 ,方程 (37.9) 的 第 一 次 积分 外 ,有 


人 = 元 -1 (37.12) 
由 此 得 到 式 (37.3) 具 有 如 下 函数 形式 的 解 : 
Кх) i= === m № (37.13) 
常数 4 由 式 (37.4) 的 条 件 确定 : 
Ca- Da (i) а = т (37. 14) 


и 


Ф 下面 的 被 积 表 达 式 略 去 了 全 导数 (1 - асои) + 24’ = (24 -asin2w)', 这 不 会 影响 变 分 问题 的 
АА. 在 这 里 ,我 们 重新 导出 平衡 方程 ,而 不 用 事实 上 需要 进行 大 量 烦琐 计算 的 一 般 方 程 (36.7) 和 
(36.8). 

@ “注意 ,在 “退化 的 "情况 下 ,K, = К,а =0, 存 在 少 = const( 任意 ) 的 解 . 

国 ” 如 果 把 式 (37.8) 的 被 积 表达 式 视 为 一 维 的 力学 系统 (并 且 , 少 起 到 广义 坐标 的 作用 ,” 起 到 时 间 
的 作用 ) 的 拉 格 朗 日 函数 , 则 式 (37. 12) 是 能 量 的 积分 . 
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(此 时 ,必须 |alg <1). 这 些 公式 确定 了 未 知 的 解 . 对 于 每 一 个 n, 解 都 是 唯一 
的 ,这 是 因为 条 件 (37. 14) 的 左边 是 q 的 单调 递增 函数 ,只 有 一 个 4 值 满足 这 一 
等 式 . 函数 护 x) 是 偶 函 数 , 因 而 wp( 少 ) 是 奇 函 数 . 这 就 是 说 ,p =0 的 平面 是 对 称 
分 布 的 平面 . 由 于 存在 对 称 轴 C, ,从 而 又 出 现 m -1 个 通过 z 轴 的 对 称 平面 . 最 
后 ,很 明显 ,z =0 的 平面 是 对 称 平面 . 这样 一 来 ,指标 为 n 的 向 错 , 总 共 具 有 的 对 
称 点 群 为 Би. 

当 n=2 时 ,由 式 (37.14) ,很 明显 地 得 出 9 =1, 而 相应 的 解 是 

у=ф=9/2. (37. 15) 

为 了 定性 的 阐明 所 得 解 的 特性 ,我 们 来 研究 在 式 (37.7) 中 的 径 向 射线 
p = ,附近 之 流 线 的 性 状 . EAER E y = рт, MENRE y~ рт, M 
(37. 13) 的 函数 归结 为 常数 : 











dp _ 
"i т Kz. (37.16) 
由 此 
y -np~ (Ф Ф). 
流 线 的 微分 方程 具有 如 下 形式 : 
dlnr _ So a= · 
др CEO P-e 
由 此 我 们 求 得 射线 附近 的 流 线 公式 : 
г = const * |ф-ф,!^. (37. 17) 


如 果 引 入 笛 卡 尔 坐 标 ,并 使 x 轴 沿 着 射线 , 则 在 射线 附近 r= p- p, = yx, ПИ 
线 方程 写 为 如 下 形式 : 


1 + 1ИА 
у = const • х Z; 


(37.18) 

其 次 ,我 们 来 研究 几 种 不 同 的 情况 . М п>3/2 时 ,有 -1>0, 而 由 式 
(37. 14) 很 明显 ,gq >0 并 因此 入 >0. 在 这 种 情形 下 , 流 线 从 坐标 原点 离 去 ,并 与 
射线 相 切 . 

当 п=1/2 时 ,参数 g<0, 从 而 入 <0. 方程 (37. 14) 的 数值 分 析 表 明 9 >l, 
因此 | 入 | >1. 由 式 (37. 18) 可 见 ,y Ж x 一 起 增长 . 坐标 原点 附近 的 区 域 不 能 
用 这 样 的 方法 来 处 理 ,因为 根据 式 (37. 17) , A <0 ЕЎ, 9 o-o, 值 对 应 于 大 
的 r+ 值 . 

最 后 , 当 n<0 时 , -1<A 和 <0, 并 且 根 据 式 (37. 18) , 当 x 一 wm 时 y—0. 流 线 
是 靠近 射线 的 渐 近 线 . 

在 图 29 上 ,简略 的 表示 出 具有 n=3/2,n=1/2 和 n= -1/2 的 向 错 流 线 . 


- 172. 


第 六 章 液晶 力学 





п=3/2 п= 1/2 
m=] 2 m=] 
ЛАР Si > 
> \ >, орла" 
A E | / > 
一 N ж. = 
б м 25 Я И р 
Г G< KE 
` < 
, м = TY VS гас 708 
№ < TRS: j $ poas 一 
м. = / a 9 
Ы — N ra < a 
bez 
(a) (b) 
图 29 
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由 弗兰克 指标 n=1 的 向 错 引 起 的 轴 对 称 形 变 (37. 10), (37. 11)( 见 
图 27) ,是 在 容器 壁 上 给 定 边 界 条 件 下 向 列 相 介质 平衡 方程 的 精确 解 . 但 是 它 
们 不 是 该 问题 的 唯一 解 . 它们 只 是 在 平面 范畴 的 唯一 解 . 假如 我 们 放弃 关于 矢 
量 王 处 处 都 在 垂直 于 容器 轴 的 平 截面 上 分 布 的 假定 , 则 也 可 能 有 其 它 的 解 , 并 
且 在 轴 上 没有 奇异 性 . 例如 ,如 果 边 界 条 件 要 求 n 与 容 问 壁 垂直 , 则 在 这 样 的 解 
中 ,指向 矢 的 流 线 在 子午 面 上 的 分 布 就 没有 奇异 性 ,并 且 具 有 在 图 30 上 表示 的 
形状 . 在 壁 上 ,与 其 垂直 的 流 线 开 始 弯曲 ,趋向 于 r=0 的 轴 ,因而 在 轴 上 的 方 
向 是 完全 确定 的 . 此 外 ,我们 看 到 ,在 这 样 的 解 中 ,与 在 轴 上 有 奇异 性 的 解 相 比 
较 ,无 奇异 性 使 其 在 热力 学 上 更 为 有 利 ( 总 弹性 自由 能 更 小 ) (Р. Е. Cladis, M. 
Kleman , 1972). 现在 让 我 们 着 手 构造 这 个 解 . 
我 们 将 在 圆柱 坐标 r,p,z 中 ,寻求 沿 着 z 轴 的 
对 称 解 ,其 解 的 形式 为 
п, =cosyx(r), n. =0, n,=siny(r) 
(38.1) 
( 角 xX 的 意义 表示 在 图 30 E). 在 壁 上 的 边界 条 
件 : 5 r=R h} 
x=0, (38.2) 
(R 是 圆柱 容器 的 半径 ) ,而 在 轴 上 我 们 提出 条 件 : 
当 r=0 时 
х=т/2, (38.3) 
如 已 经 指出 的 那样 ,符合 无 奇异 性 , 我 们 有 





dn, d 
= ss. © 
(V xn), = та cos =, 
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I d(rn,) . dy , cosy 
V ж т “вах + о 


形变 自由 能 (在 沿 z 轴 的 每 单位 长 度 上 ) 由 如 下 积分 给 出 : 
f 2mrFud = т Г | (К,зшх + Kcosx)x’ + Kicosx - K sin 2y *х'| dé, 


(38.4) 
APRM RRA ER £ = lnr 的 求 导 山 . 
Е 35 У О В РЕ R (38. 4) Bz МН ZY [B] Bš Е 77 
Fe): 
( K sin2y + Kcosx)x” – К,соѕ y = const. (38.5) 
按照 条 件 (38.3) ,应 有 : "4 £— -œ BJ y—m/2; 显然 ,对 此 应 有 : Ч х-+т/2 BJ , 
X 一 0. 因此 const =0 ,所 以 
VK cos y 
£w (Ksinx + К,соѕ ж)? 
由 此 得 到 所 求 的 满足 条 件 (38.2) М: 
R 1 (K siny + KicosY) 
ln 一 = | dx 
r 0 cos y 
与 向 错 (37. 10) 相 反 ,该 解 不 是 自 相 似 的 : 在 其 中 引入 了 长 度 尺 的 尺寸 参数 . 式 
(38. 6) 的 积分 是 通过 初等 函数 表示 的 . ВЕ К, > K, ,我 们 写 出 答案 : 
Е в я exp] -二 arcsin( ksin x) |, (38.7) 
12 _ ss. 
К, | d 
当 r—0 时, 差 m/2 -X 与 的 一 次 宕 成 比例 地 趋 于 零 , 而 流 线 按照 指数 规律 
rcc exp(const • 2) 117 z 轴 . 
计算 给 出 与 该 解答 有 关 的 自由 能 : 
[кота = TK, {2 + праге |. (38.8) 
我 们 注意 到 ,该 表达 式 与 容器 的 半径 R 是 无 关 的 . 而 向 错 的 能 量 (图 27(a); 解 
(37. 10 ) ) : 


(38.6) 


К 
і = „Жы. 
| к’ 


3 


[ 2mrFud = mK,L, (38.9) 
式 中 工 = In( R/a) 是 较 大 的 对 数 , 它 的 产生 与 在 轴 上 的 奇异 性 有 关 . 我 们 看 到 ， 


Q 在 被 积 表达 式 的 最 后 一 项 ,对 于 表示 变 分 问题 是 不 重要 的 ,但 是 对 于 计算 总 自由 能 是 必须 的 . 
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与 有 奇异 性 的 解 相 比较 ,没有 奇异 性 的 解 在 能 量 方面 更 有 好 处 (如 果 系 数 天 不 
是 反常 小 的 话 )， 

这 里 所 研究 的 平衡 方程 的 轴 对 称 无 奇异 性 解 场 n(r) ,也 可 以 从 n=1 并 连 
续 ( 即 没有 任何 的 间断 发 生 ) 形 变 的 向 错 场 n(r) 得 到 , 亦 即 在 连续 形变 中 从 
z = const 的 平面 逐渐 离开 而 得 到 . 这 种 奇异 性 是 非常 普遍 情况 的 表现 ,将 在 下 一 
ВЯ. 


5J 题 
习题 1 试 求 在 圆柱 形容 器 中 的 向 列 相 介质 ,其 平衡 方程 在 轴 上 没有 奇异 
性 的 轴 对 称 解 ; 边界 条 件 符合 图 27(b )， 
解 : 寻 求解 的 形式 为 


п, =0, п, =cosx(r), п, = іп (г) 


具有 边界 条 件 
X(R) =0, x(0)= 
我 们 有 


(V xn); = -cosX К, (У кп), = 08 -siny К, У . п = 0). 


自由 能 为 
R InR 
| 27rF dr = "| | К, (sin ycos y -Х’)° + К,соз*х | dé. 
0 - © 
平衡 方程 的 第 一 次 积分 为 
Ky” – (K,sin°ycos y + K,cos*y) =0. 
积分 该 方程 得 到 如 下 结果 (假设 人 >К,): 
1/2 
г E A. -Езтх — k'sin | Ë _ K, _ K, рп _ К. 
К м1 – Кіп + k'sin y 
当 7 一 0 H, ñ y——/2 , 按 如 下 规律 变化 : 


т 


ГЭ 





х =20'—. 
这 一 形变 的 自由 能 为 
| 2arF,dr = mK, 2 + 2 сагсвіпд }, 
而 在 图 27(b) 上 的 平面 (二 维 ) 向 错 的 自由 能 为 TKL. 
习题 2 试探 讨 具 有 指标 n=1 的 向 错 ,在 形 为 6n(q) 较 小 扰动 下 的 稳定 性 
(А 959 # Ж (С. И. Анисимов), 22 Е МЖ(И. Е. Дзялошинский) ,1972). 
解 : 1. 无 扰动 径 向 向 错 场 (图 27(a) ):m,=1,ns = п, =0. 而 扰动 场 可 写 为 
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п, = cos0cos = 1 -5(0' +4”), п, = создзтФ =Ø, п, = тд =0, 
РЯ 0 № ФА Афу. 与 该 扰动 有 关 的 能 量 为 
[Furdrdy = R fiko” + K0” + (K, - K,) Ø’ -Ko |4. 
为 了 进行 一 般 性 的 研究 ,应 置 


Olo) = Э: Өе", p(o) 一 Ў, pe, 
НЕУЖТО, D, 的 函数 . 由 此 立即 看 出 ,所 研究 的 向 错 对 于 go( 能 量 
中 的 -KW 项) 的 扰动 总 是 不 稳定 的 . 

2， 环 向 向 错 场 (图 27(b)):n,=n,=0,n,=1. 扰动 向 错 场 可 写 为 


п, = созбесз| > +Ф) = —Ф, в, = eosbsin| +] =1 - +Ф’), п, = sin0 = 0 


(比较 前 面 的 情形 ,这 里 角 四 的 确定 是 不 同 的 ). 相应 的 能 量 为 
[Furdrdp = E fiK co” tO’) + (K. - К,)ф? + (К, =2K,)@ idp. 


最 “危险 "的 扰动 角 是 0, № Ф,. 对 于 这 些 扰 动 的 稳定 性 条 件 是 
K >K. K. 228 

由 本 题 和 习题 1 得 到 结论 :在 具有 Pm=1 的 向 错 中 ,形变 自由 能 超过 无 奇异 
轴 对 称 解 的 能 量 , 这 就 表示 这 些 向 错 在 较 好 的 情形 下 也 只 能 是 亚 稳 定 状 态 . 现 
在 我 们 看 到 , 径 向 向 错 一 般 是 不 稳定 的 ,而 环 向 向 错 在 弹性 模 量 之 间 保 持 一 定 关 
系 时 是 稳定 的 (对 于 指出 的 扰动 ). 

习题 3 设 向 列 相 介质 充满 两 个 平行 平面 之 间 的 空间 ;边界 条 件 :表面 上 的 
Нах ,在 一 个 平面 上 要 求 重 直 , 在 另 一 个 平面 上 要 求 平 行 . 试 确定 n(r) 的 平 

解 :显然 ,平衡 位 形 是 平面 (二 维 的 ). 我 们 取 该 平面 作为 x*z 平面 ,z НЕ 
两 个 边界 面 (z=0 je z=h фа). 假定 


n, =sinx(z), n,=cosxX(z). 


形变 自由 能 为 
[2.9 = > | K,sin°y + К.,соѕ y |x" dz. 
平衡 方程 的 第 一 次 积分 : 
(K siny + К,соѕ x¥)x' = const, 
由 此 ,考虑 到 边界 条 件 


т/2 
| (Kisin? + K,cosx)' dy = T| (K siny + К,соѕ ж) dy, 


· 176. 第 六 章 液晶 力学 





ee 0 ae 
== Е(т/2 Е)’ Е * 


式 中 的 已 (X, 大 ) 是 第 二 类 椭圆 积分 . 
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{Е $37 给 出 的 弗兰克 指标 定义 ,本 质 上 与 假定 向 错 形变 的 平面 (二 维 ) 特 性 
和 沿 着 向 错 长 度 均匀 分 布 的 特性 有 关 . 现在 我 们 来 说 明 , 用 什么 样 的 方法 可 以 
把 这 一 概念 引入 向 列 相 介质 任意 曲线 向 错 的 一 般 情形 . 

当 问 错 所 有 点 上 的 指向 矢 同 时 作 任 意 旋 转 时 ,向 列 相 的 能 量 不 改变 . 在 这 
个 意义 上 ,可 以 说 ,向 列 相 的 状态 对 于 指向 矢 的 方向 是 退化 的 . 这 些 方 向 起 着 退 
化 参数 的 作用 . 我 们 引入 退化 空间 的 概念 ,这 里 的 所 谓 退 化 空间 就 是 容许 退化 
参数 变化 而 没有 能 量变 化 的 区 域 . 在 现在 的 情形 下 ,这 个 退化 空间 就 是 一 个 单 
位 半径 的 球面 ,在 该 球面 上 的 每 一 点 都 对 应 n 的 一 定 方 向 . 但 是 还 应 该 考虑 ,用 
改变 п 的 符号 来 区 分 的 向 列 相 状态 在 物理 上 是 相同 的 . 换 句 话说 ,在 球 直径 相 
对 的 两 点 ,物理 上 是 等 价 的 . 因而 ,向 列 相 的 退化 空间 是 球 ,在 球 的 每 个 直径 上 
相对 的 两 点 是 等 价 的 儿 . 

我 们 设想 ,在 向 列 相 的 物理 (实际 ) 体 积 内 ,环绕 位 于 其 中 的 向 错 线 作 一 个 
闭合 回路 (把 它 称 为 y 回路 ) ,这 时 我 们 跟随 矢量 n 的 方向 绕 行 , 在 退化 空间 ( 即 
球 上 ) 描 绘 这 个 点 也 画 出 一 条 闭合 回路 (把 它 称 为 三 回 线 ). 在 这 里 必须 区 分 两 
种 不 同 的 情况 . 

其 中 的 一 种 情况 ,六 是 真正 意义 上 的 闭合 
回路 . 返回 到 它 原 来 的 状态 ,表示 点 所 描述 的 是 
п 为 整数 的 回路 (比如 ,对 于 图 31 Е Г, Ж Г, 
回路 ,此 数 对 应 n =1 和 n=2). 这 个 数 也 称 为 整 
数 弗 兰 克 指标 . 

另 一 种 情况 P 从 球 上 的 某 点 出 发 ,在 直径 
的 相对 点 上 结束 . 由 于 在 直径 相对 两 点 的 等 价 
性 ,这 样 的 回路 也 应 该 看 作 是 “闭合 的 ”. 这 时 
所 描绘 的 点 画 出 的 是 弗兰克 指标 定义 为 半 整 数 
的 “回路 "(比如 ,对 于 半圆 周 P. ЖЖ n = 





l 
z у. 


© 这 一 几何 学 方法 与 拓扑 学 中 的 所 谓 投 影 平面 是 一 致 的 . 
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在 球 表 面 上 任意 的 闭合 回路 ,都 可 以 用 连续 ( 即 没 有 间断 的 回路 ) 形 变 的 方 
法 变 成 为 另外 一 个 任意 的 闭合 回路 . 此 外 ,任意 的 闭合 回路 还 可 以 连续 的 收缩 
到 一 点 鱼 . 

同样 也 能 够 把 在 球 直 径 上 相对 两 点 开始 和 终止 的 回路 中 的 一 个 变 成 另 一 个 
任意 的 回路 . 但 是 ,这 样 的 回路 不 能 够 集中 到 一 点 : 在 形变 时 ,回路 的 两 端 可 能 
移动 ,但 这 时 只 能 保持 在 球 的 任何 一 个 直径 的 两 端 上 . 

因而 ,弗兰克 指标 不 是 拓扑 不 变量 .只 有 在 弗兰克 指标 为 整数 或 半 整 数 时 
才 是 拓扑 不 变量 . 

由 上 述 分 析 得 出 结论 : 在 向 列 相 介质 中 的 全 部 向 错 共 分 为 两 类 ,其 中 每 一 
类 中 的 所 有 向 错 都 是 拓扑 等 价 的 , 即 能 够 用 m(r) 场 连续 形变 的 方法 将 其 中 的 一 
个 变 成 另 一 个 ( 阿 尼 西 莫 夫 (C. И. Анисимов) Ji ў МЗ (И. E. 
Дзялошинский) , 1972). 其 中 一 类 向 错 是 由 整数 弗兰克 指标 组 成 的 ,并 且 这 些 
向 错 在 拓扑 上 是 不 稳定 的 , 即 它们 一 般 地 能 够 用 连续 形变 的 方法 消除 . 整数 指 
标的 向 错 可 以 在 向 列 相 体积 内 结束 . 

另 一 类 向 错 是 由 半 整 数 弗 兰 克 指标 组 成 的 . 这 些 向 错 是 不 能 消除 的 ,并 且 
它们 在 拓扑 上 是 稳定 的 . 

关于 拓扑 上 的 等 价 结构 问题 ,事实 上 应 在 某 种 具体 的 由 这 些 结 构 在 热力 学 
上 比较 有 利 来 确定 的 条 件 下 实现 . 这 个 问题 不 在 拓扑 分 析 的 范围 之 内 . 

在 向 列 相 介质 中 ,除了 线 奇 异性 向 错 之 外 ,同时 还 可 以 存在 点 奇异 性 . 
这 种 奇异 性 最 简单 的 例子 是 矢量 п 从 一 个 点 向 所 有 的 方向 辐射 ( 像 一 个 刺 独 ” 
一 样 ). 

为 了 阐述 点 奇异 性 的 拓扑 分 类 ,我 们 重新 返回 到 作为 退化 空间 的 单位 球 的 
映射 上 ， 在 充满 向 列 相 的 物理 空间 内 ,选取 两 个 点 4 和 B, 并 环绕 奇 点 0 用 某 一 
回路 у 连接 起 来 ,如 图 32 所 示 . 回路 y 与 单位 球 上 的 某 个 回路 厂 相 对 应 . 我 们 
现在 将 回路 y 绕 直 线 АВ 旋转 , 转 满 一 圈 后 回路 自然 的 结合 在 一 起 , 它 在 物理 空 
间 内 画 出 一 个 闭合 曲面 o. o 的 映射 是 由 回路 丁 画 出 来 并 覆盖 在 单位 球 上 
的 ,覆盖 的 次 数 可 能 大 于 1. ВЯ У 


位 球 的 数 次 N 是 奇 点 的 拓扑 特征 . 映射 3 Ч 
可 以 想象 为 在 球 上 拉 紧 的 闭合 薄膜 ， 显 然 ， 
无 论 如 何 也 不 可 能 (在 它 上 面 不 能 产生 任 


何 裂缝 的 情形 下 ) 把 它 收缩 成 一 个 点 .这 些 
就 表现 出 奇 点 的 不 可 消除 性 ， 如 果 N =O, ` 





四 ”回路 的 形变 不 仅 反 映 y 回路 自身 在 物理 空间 的 变化 ,而且 反映 n(r) 场 本 身 的 变化 . 
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则 薄膜 一 般 不 能 把 球 完全 包围 起 来 . 这 相应 于 没有 奇 点 或 者 奇 点 可 以 消除 ( 亦 
即 ,薄膜 可 以 收缩 成 为 点 )， 对 于 向 列 相 中 的 奇 点 ,W 的 符号 没有 意义 : 它 的 变化 
仅仅 表示 ,在 整个 空间 里 的 方向 向 相反 方向 变化 ,并 没有 影响 到 向 列 相 状态 
的 改变 . 

描述 点 奇异 性 的 数 NN, 只 可 能 是 整数 . 不 难看 出 , 半 整 数 的 NN ,实际 上 表示 存 
在 不 可 消除 的 线 奇 异性 ,而 不 是 点 奇异 性 .比如 ,如 果 覆盖 球 的 一 半 (N = 
1/2) ,那么 这 就 意味 着 ,在 y 上 观察 到 的 任何 一 个 点 ,我们 都 能 够 找到 它 的 映射 
在 球面 上 描绘 出 的 形 如 ГГ, „НОТА СРЯ 31) ,这 也 就 证 明了 关于 弗兰克 指标 n = 


村 时 存在 不 可 消除 的 向 错 @ 


鉴于 在 向 列 相 中 奇异 性 拓扑 性 质 的 讨论 ,让 我 们 简短 地 讲述 一 下 位 错 ( 即 
品格 中 的 奇异 线 ) 的 拓扑 解释 . 设想 一 无 边界 的 唱 格 ,并 沿 着 三 个 基本 品格 周期 
的 方向 引入 坐标 轴 x ,х, ‚х. 设 这 些 周期 的 大 小 分 别 为 wm ,а,,а,. аЛ х, 
х, ,xX3 轴 平 行 移动 任 一 距离 时 ,品格 的 能 量 不 变 .退化 参数 (移动 量 ) 变 化 的 范围 
是 线段 长 度 o ,а, ,as ,而 且 每 一 个 线段 它 的 两 个 端点 被 看 作 是 等 价 的 (因为 品格 
按 周期 移动 使 唱 格 自 相 结合 , 亦 即 保持 唱 格 状态 恒定 不 变 ). 在 拓扑 学 上 ,具有 
等 价 端点 的 线段 跟 圆周 是 一 样 的 . 这 样 一 来 , 唱 格 的 退化 空间 就 是 在 三 个 圆周 
上 构造 的 三 维 区 域 . 这 个 区 域 可 以 想象 为 对 立 面 两 两 等 价 的 立方 体 或 如 四 维 空 
间 中 的 一 个 三 维 环形 曲面 包 . 在 这 样 的 环形 曲面 上 ,不 存在 收缩 成 点 的 回路 工 
(其 中 的 每 一 个 回路 都 是 由 三 个 整数 拓扑 不 变量 n, ,n, ,nm 一 一 即 环绕 环形 曲面 
的 三 个 圆周 母线 的 数 来 描述 的 )， 如果 回 路 本 是 回路 y( 在 物理 空间 中 环绕 奇异 
线 一 一 位 错 的 回路 ) 的 映像 , 则 它 的 三 个 常数 跟 伯 格 斯 矢量 (用 对 应 的 周期 a, 
а, ‚а, 作为 度量 单位 ) 的 三 个 分 量 完全 一 样 . 这 样 一 来 ,在 拓扑 上 位 错 是 稳定 的 
不 可 消除 的 奇异 线 , 而 它 的 伯 格 斯 矢量 是 拓扑 不 变量 . 
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运动 向 列 相 介质 的 状态 ,取决 于 四 个 量 一 一 指向 矢 ,质量 密度 p, 速 度 w 和 
WEE S 的 空间 分 布 . 因此 ,向 列 相 运动 的 完全 流体 动力 学 方程 组 是 由 上 述 量 
对 时 间 之 导数 确定 的 四 个 方程 组 组 成 的 (J. L. Eriksen, 1960; Е. М. Leslie, 
1966 ) Š. 





© 在 整数 NN 时 ,类 似 地 论证 不 会 导致 相似 的 结论 ,因为 指标 为 整数 的 向 错 是 可 以 消除 的 ,而 具有 整 
数 N 的 映射 与 不 可 消除 的 奇异 点 相对 应 . 

D 像 对 边 两 两 等 价 的 正方 形 在 拓扑 上 等 价 于 三 维 空间 中 的 二 维 环 面 一 样 ， 

国 ” 部 分 地 ,我们 可 参见 以 下 作者 的 论述 ;:D. Forster, Т. C. Lubensky, Р. С. Martin ,J. Swift 和 P. $. Pers- 
han ‚1971. 
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我 们 从 指向 矢 方程 开始 . 如 果 向 列 相处 于 平衡 (因而 h =0) 并 在 空间 以 不 
变 的 速度 作 整 体 运 动 , 则 该 方程 只 不 过 是 表示 指向 和 撩 n 以 同样 的 速度 在 空间 转 
移 这 样 的 事实 . 换 名 话说 ,流体 的 每 一 个 质点 都 带 着 自己 的 n 在 空间 运动 .这 
就 表示 对 时 间 的 全 导数 ( 即 通常 说 的 物质 导数 或 随 体 导 数 ) 等 于 夫 


— = + (р V)n=0. (40.1) 


在 任意 运动 的 一 般 情形 下 ,在 方程 的 右 端 出 现 与 h 以 及 速度 对 坐标 导数 的 有 关 
项 .在 第 一 次 不 为 零 的 流体 动力 学 近似 时 必须 局 限于 这 些 量 的 线性 项 .导数 
9v,/9x, 是 张 量 , 它 可 以 分 解 为 对 称 和 有 反 称 两 部 分 : 


Vik = 3-4 ди, +), Na => iVe — Ə,,). (40.2) 


为 了 建立 与 02; 的 关系 ,要 充分 注意 , 当 向 列 相 作 为 整体 以 角速度 O 均匀 旋转 
时 ,整个 n(r) 场 也 将 以 同样 角速度 旋转 ,这样 的 旋转 由 下 面 的 方程 描述 : 


或 


dt 
实际 上 ,作为 整体 旋转 时 物体 上 各 点 的 速度 是 = О хг, АУ xy=282, 对 于 指 
向 矢 的 变化 速度 也 得 到 类 似 的 表达 式 dn/dt = Q) хп. 由 于 平方 rn =1 是 常数 ， 
与 v ,有关 的 项 ,应 考虑 要 求 由 nn: dn/dt =0 的 项 组 成 . 因而 ,得 到 如 下 的 一 般 形 
式 的 “指向 矢 的 运动 方程 ”: 

SM = бул, +A (u пт ты + N,, (40.3) 

APO 

N =h/y. (40.4) 
项 N 描述 的 是 在 分 子 场 作用 下 指向 矢 对 于 平衡 的 弛 豫 ,而 式 (40.3) 中 的 第 二 项 
描述 的 是 速度 梯度 在 指向 矢 上 的 取向 作用 . 各 项 中 的 系数 y( 具 有 黏度 的 量 纲 ) 
和 系数 人 ( 量 纲 为 1) 是 动 理学 (而 不 是 热力 学 ) 性 质 的 系数 @. 

流体 密度 对 时 间 导 数 的 方程 是 连续 性 方程 


РУ. (pv) =0. (40.5) 


D 引入 符号 NN, 是 为 了 下 面 更 清楚 的 显示 一 些 公 式 的 结构 ,同样 也 由 于 在 后 面 的 843 更 进一步 的 
推广 . 

@ “在 方程 (40.3) 的 右 端 ,存在 带 有 密度 和 暗 (或 温度 ) 的 梯度 项 ,它们 与 方程 关于 空间 反 演 的 不 变 
性 和 关于 严 变 号 的 不 变性 有 关 . 关于 这 一 问题 更 详细 的 叙述 见 $ 43. 
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注意 ,这 些 方程 本 质 上 是 把 流体 动力 学 的 速度 作为 单位 质量 的 物质 流 密度 来 确 
Е В. i 
速度 对 时 间 导 数 的 方程 是 动力 学 方程 
pa =r, (40.6) 


式 中 五 是 作用 在 单位 体积 上 的 应 力 之 合力 . 根据 在 $2 中 论述 的 一 般 结论 , 它 
可 以 表示 为 张 量 散 度 的 形式 : 


Е; = ,0,, 
式 中 xy 是 应 力 张 量 . 于 是 ,动力 学 方程 可 写 为 
dv, _ 9%, 5 
pe (B+ У)» РЧР (40.7) 


应 力 张 量 的 形式 将 在 后 面 建立 . 

最 后 ,还 剩 下 炳 方程 .在 无 耗 散 过 程 的 情形 下 ,流体 的 运动 是 绝热 的 ,并 且 
在 流体 的 每 一 个 单元 里 也 都 是 绝热 的 ,它们 都 带 着 自己 固定 的 炉 值 移动 将 表 
示 烂 守恒 的 方程 写成 普通 连续 性 方程 的 形式 


23 +V - (50) =O, 
式 中 5 ERKE, oS EARE EOD. 在 考虑 耗 散 过 程 时 , Г 
95 g) _2К 
Sey [Ss++) = F (40. 8) 


这 里 R MEMAR. 2R/T E X. N AEREO, E EE ve, R 
ПА 和 温度 梯度 VT 组 成 的 二 次 式 . 而 矢量 q 是 与 热传导 有 关 的 热流 密度 ,该 
失 量 的 分 量 是 温度 梯度 矢量 之 分 量 的 线性 函数 


q, = -кад,Т. (40.9) 
在 向 列 相 介质 中 , 热 导 率 张 量 kx 有 两 个 独立 分 量 并 可 以 表 为 
Ka ЕК, пп, +к, (8. = пп), (40. 10) 


式 中 к, Як, ОЖ 9 ЖИ [n] (п №) Е. 
ЕЖ , На +E tË 3 zs 29 hl F JÉ zÑ УЕ: 
9 


pv Die 
| > +E) +v Q =0， (40.11) 


全 ”物质 流 密度 定义 为 单位 时 间 流 过 单位 横 截面 的 质量 . — ан 
贸 ” 这 个 方程 可 以 表示 为 等 价 形式 : 
ау 5\_а/ $5 By 
Я т a T е 
EER Ë И КЛ A T t 15 PEB Bk И ЖИ. 
图 MORH RTE $33 一 样 ) 机 械 能 耗 散 速度 (比较 第 六 卷 , 879 ). 
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式 中 是 内 能 密度 ,而 О 是 能 流 密度 ， 内 能 密度 EE=E。+E,, 其 中 E,(p,5) 是 对 
未 形变 均匀 介质 的 ,而 Е, 与 未 知 场 n(r) 有 关 ， 按照 $36 末尾 所 说 的 ,E, 与 式 
(36. 1) 中 的 自由 能 F, 是 一 样 的 ,其 差别 只 在 于 弹性 模 量 K, . K, , K, 所 指 的 是 用 
密度 和 先 而 不 是 温度 来 表示 . 

自然 ,能 量 守恒 定律 包含 在 运动 方程 之 中 . 我 们 利用 它 来 建立 前 面 引 进 的 
ЩА, IKE wx 和 矢量 N 之 间 的 关系 . 

将 方程 (40. 11) 中 关于 时 间 的 导数 展开 ,并 考虑 到 热力 学 关系 


aE p (2E) _ 
| as) Е j | =. Ж 7 


Ар В. 于 是 有 

EN тд5, [Әг 

= +] е ha -a 91 E е: 
我 们 把 最 后 一 项 分 出 来 考虑 ,从 式 (36.6) 中 引入 记号 T, WA 


ðE дЕ, дп, дп, 
ль 
ðt J s дп, |,.s ot ot 


дЕ, дп, дп, дп дп 
сор злобна — + 0 “| = —-h — = 
| дп, ап, | ТЫ „(л ) a” (п, ot ) 


(ЧЕХ JH h (Ç H, НН AR Р n - anat =0 而 立刻 消失 ). 由 
R (40.3) Kanat 代入 这 里 , 写 为 


ðE 
[=] = (Wn + Оп, -Atan )h -Ne h+ V + (°°), 
pS 
然后 再 分 出 一 个 全 散 度 , 则 有 
Е 
(5) ни ае R (40. 13) 
at J s Y 
式 中 
G, = дт, tà (nh, = nh) аа, +n). (40.14) 


在 这 里 和 底下 ,为 了 减 缩 烦 琐 的 公式 ,在 散 度 符 号 下 面 ,我 们 没有 写 出 完整 的 表 
达 式 . 该 项 (等 我 们 在 本 节 最 后 再 返回 来 ) 对 于 提供 问题 的 解 是 不 重要 的 . 
表达 式 (40. 14) 可 以 表示 为 


古 ” 我 们 着 重 指出 ,已 是 属于 给 定 的 (单位 ) 体 积 的 ,在 该 体积 内 的 质点 (分 子 ) 数 W 是 变化 的 ， 在 第 
五 卷 内 各 处 的 化 学 势 是 关于 一 个 质点 的 , 亦 即 定义 为 几 = 25, 因为 N= (п 是 分 子 质量 ) , 故 这 里 通常 
的 定义 跟 第 五 卷 里 的 定义 不 同 之 处 只 是 因子 由 为 了 避免 误解 ,在 跟 热 力学 关系 式 (3.2a) 相 比较 时 要 注 


意 ,严格 地 说 ,这 里 的 EE 是 单位 体积 的 内 能 ,但 是 ,在 $3 中 ,能 量 s 被 定义 为 未 形变 物体 单位 体积 内 物质 
ВЕ. 
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С: =д,0и’ +(9,Е,), 5, (40.15) 
式 中 


De = — Пидп, -A (nh +n,h,) +T (nh, = nh, ). (40. 16) 
在 变换 时 利用 了 等 式 
25, 
(Ə,E,), s — gn ait + Пьд, Ə,n,. 


应 力 张 量 go" 的 确定 不 是 唯一 的 : 当 对 о МНЕ Аа, хи С y a E: 
关于 后 一 对 指标 反 称 的 任意 张 量 , 即 x = —Xa) 的 项 时 ,表达 式 (40. 15) №25. 
虽然 张 量 (40. 16) 不 是 对 称 的 ,但 是 可 以 导入 对 称 形式 ,这 只 需 对 其 增加 一 项 经 
过 适当 选择 的 张 量 x. 事实 上 ,实施 此 项 十 分 烦琐 ,我 们 把 运算 放 在 本 节 的 最 
后 ,而 现在 继续 推导 运动 方程 ,假设 ow 已 经 加 上 了 使 之 对 称 的 项 . 

将 式 (40.15) 代 入 (40. 13) ,并 单独 的 分 离 出 全 散 度 项 (考虑 ow 的 对 称 
FE) 31718 90; 

(224) = -N Bta o- (Ә,Е) 8, + + (5). (40. 17) 

最 后 将 出 现在 式 (40.5),(40.7),(40.8) 和 (40. 17) 中 对 时 间 的 导数 代入 
式 (40. 12) ,并 根据 式 = 

3E = (9,Е), ; +, p + Тд,5 
将 EE 的 偏 导 数 (在 固定 p 和 5 时) 用 全 导数 表示 . 经 过 一 系列 变换 (分 离 出 全 散 
JE) Ja ,最 终 我 们 得 到 : 
Ве +] = - сц - N h +24 УТ+2К+У · (--:), (40.18) 
AF о, У wx 相关 联 的 公式 为 
T= -Pu +9, +0, (40. 19) 
根据 热力 学 的 定义 ,引入 压力 
р =ри -Е + TS (40. 20) 
(pu = 是 物质 单位 体积 的 热力 学 势 ) ,并 且 应 该 由 它们 来 确定 应 力 张 量 的 各 问 
同性 部 分 . 
将 式 (40. 18) 跟 能 量 守恒 方程 (40. 11) 比较 ,我 们 发 现 


2R= io +N В-д: УТ. (40.21) 


ОЕ ГЕО РЕ НОА М. 因此 ,很 明显 ,在 式 (40. 19) 中 引入 的 张 


Ф 因为 Eo =Е,(р,5) ‚ТЕ (а; Ел) 5 = (Ә;Е), 5. 
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量 ex 是 应 力 张 量 的 耗 散 С ЕТ) 6}. 而 张 量 gl? 没有 进入 式 (40. 21) 内 , 它 
是 应 力 张 量 的 非 耗 散 ( 除 了 与 压力 有 关外 ) 部 分 中 ,是 向 列 相 (不 同 于 通常 的 ) 流 
体 的 特殊 部 分 . 

同时 ,我 们 也 注意 到 ,在 耗 散 函数 中 没有 出 现 系数 A. 虽然 这 一 量 纲 为 1 的 
系数 表示 的 作用 显然 是 动 理学 (而 不 是 热力 学 ) 的 性 质 ,但 它 不 是 耗 散 的 @. 

在 运动 着 的 向 列 相 介质 中 体力 密度 

Е, = –д,р+ дац +b = -ар + Е" + Е!. 
在 静止 平衡 (虽然 也 形变 ) 的 介质 中 Е’ =0, 而 根据 平衡 条 件 (36.7) 有 有 =0. 按 
照 式 (40. 14) ,(40. 15 ) ,此 时 力 
pr = - (VE) ps F = - УР = (УЕ: ) „з: 
如 果 认 为 弹性 模 量 是 常数 ,与 p 和 5 量 无 关 , № (УЕ), ; = УЕ,, 并 且 这 时 力 
Е = -У(р+Е,). 但 是 ,在 平衡 时 ,必须 同时 有 =0. 由 此 可 见 ,( 在 所 指出 的 
假设 情形 时 ) 在 处 于 平衡 向 列 相 介 质 中 的 压力 分 布 由 下 面 的 公式 给 出 岛 ; 
р = const – Ё. (40. 22) 

现在 ,我 们 以 显 形式 进行 前 面 提 到 的 张 量 cxw 的 对 称 化 运算 . 首先 以 显 形 

式 计算 该 张 量 的 反 称 部 分 . 在 计算 张 量 cl -oi 时 ,应 该 顾及 到 表达 式 


дЕ, 
В, е + Пидт, — Пидль, 


该 式 关于 指标 i,k 对 称 , 这 一 对 称 性 不 易 直 接 验 证 . 更 简单 的 是 用 间接 方法 , 即 
利用 能 量 E,, 它 是 个 标量 ,并 且 它 本 身 关于 坐标 系 任意 旋转 是 不 变 的 . 在 无 限 小 
的 旋转 角 дф 时 ,坐标 变换 为 
r'=zrtôr, ӧг=ӧфхг, 
亦 即 
Óx, =8,X,, Em =ецӧф = 一 Bi 

对 于 矢量 ЯК Ща,п, 的 变化 ,相应 的 有 

бп. =2,п,, 8(9,п,) =2,0,п, teue 
此 时 ,在 旋转 时 函数 E, 的 不 变性 就 意味 着 Baena = 0. 因为 sx 是 任意 的 反 称 张 
量 , 故 由 此 得 到 B; 必 是 对 称 张 量 ,也 就 得 到 了 需要 的 证 明 . 


Q 有 时 也 把 它 称 为 有 反作用 (无 效 功 ) 部 分 (由 此 ,我 们 用 指标 (r) 表 示 它 ). 

久 ” 这 种 情况 不 是 唯一 的 : 我 们 注意 到 电动 力学 中 导体 的 堆 尔 ( Hall) 效应 , 它 也 与 耗 散 无 关 . 

Ф ”如果 设 有 作 前 面 所 指出 的 假设 , 则 在 固定 湿度 时 , 力 下 可 以 表示 为 下 = -pW, 因 而 ,平衡 条 件 归 
结 为 通常 的 上 = const .实际 上 ,将 表达 式 (40.20 ) 对 压力 求 微分 ,并 考虑 到 热力 学 关系 式 d E = Td S + 
ndp+(dE,s),s, 即 可 求 得 -Vp= -pV -SVT + (УЕ) s Ш, T = const 时 , 即 得 到 上 面 指出 的 关 
T F 的 表达 式 . 
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注意 ,由 张 量 
piu =nll, -пһП,, 
容易 将 张 量 си 的 反 称 部 分 化 为 式 (2. 11) 的 形式 . 然后 ,对 称 张 量 wy 可 直接 
由 公式 (2. 13) 求 出 . 经 过 一 些 简化 之 后 我 们 得 到 


(r) 


À 1 
бф = 5 n,h, + nh,) - > (Hudin, + Пид,п,) 一 


1 
-30 (Па +IT,)n,- Пип, – Пат, ]. (40.23) 


我 们 注意 到 ,该 表达 式 实际 上 只 包含 张 量 区 ,的 横向 (与 指标 下 有关 的 ) 分 量 . 如 
果 最 后 表 为 如 下 的 形式 : 
Па any + П.п, 
(因而 0 n, =0) , WER (40. 23) PRA FRA Па 的 项 . 
最 后 ,我 们 回 到 带 有 全 散 度 的 项 ,这 一 项 直到 现在 还 没有 写 出 来 . 比较 式 
(40.18) 和 (40. 11 ) ,我 们 看 到 位 于 散 度 符号 ( 即 V: ) 下面 的 表达 式 , 在 该 项 的 总 
和 中 是 能 流 密度 . 这 样 一 来 ,在 这 里 我 们 引入 所 得 到 的 最 终结 果 : 


g= | W +)" -M| -van + Оп, + Ап, (Va — пп, )] + 


+ (nh, ав) +> Сы + mhi) т одо, ~ кад,Т, (40.24) 


RP W =p + E 是 热 函数 . 第 一 项 跟 普通 流体 在 流体 动力 学 中 的 能 流 表达 式 是 
一 样 的 . 
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在 运动 方程 中 , 带 有 N 和 cx 的 项 表示 由 于 介质 偏离 热力 学 平衡 引起 的 弛 
R ph ,热力 学 不 平衡 又 与 六 和 内 的 值 不 为 零 有 关 . 在 普通 流体 动力 学 的 近似 
中 ,假设 这 一 不 平衡 性 是 微弱 的 , 即 在 一 定 意义 上 ,h 和 vw 的 值 是 小 的 . 于 是 ,oa 
就 是 它们 的 线性 函数 . 

但 是 ,在 通常 情形 下 ,所 写 运 动 方程 的 形式 ,在 o% 中 与 h 有关 的 项 我 们 不 需 
要 写 出 来 . 实际 上 ,由 h 和 nn 的 分 量 组 成 的 这 些 项 也 具有 const* (nih, + п,ћ,) В) 
形式 . 然而 ,这 种 形式 的 项 ,在 式 (40. 23) 的 应 力 张 量 ex 的 非 耗 散 部 分 中 已 经 
AT. 因此 ,在 oo 中 增加 的 类 似 形式 的 项 刚好 归结 为 重新 定义 的 系数 入 中 . 

ЖЕ o' 与 内 线性 关系 的 一 般 形 式 : 

би = Пит › (41.1) 

而 且 四 阶 张 量 ww, 具有 明显 的 对 称 性 质 ( 由 于 cx 与 内 都 是 对 称 张 量 的 结果 ) : 
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Таш = N kilm = Пит (41.2) 

此 外 ,由 昂 萨 格 ( Onsager) 动 理 系数 对 称 一 般 原理 的 结果 ,这 个 张 量 还 具有 

更 多 的 对 称 性 (参见 第 五 卷 , $ 120; (Е 532 一 样 ,在 这 一 节 的 下 面 ,我 们 将 利 

用 在 第 六 卷 $ 59 给 出 的 该 原理 的 公式 和 在 那里 引用 的 x。 和, 的 定义 ). НЙ 

增 速度 表达 式 2R/T 可 以 看 出 旦 ,如 果 把 x, 理解 为 张 量 oo ;的 分 量 , 则 与 其 "热力 

е КВ X. 就 是 张 量 - v, /T BJ Y B. КЕ mw 的 分 量 起 着 动 理 系数 yu 
的 作用 . 昂 萨 格 原理 要 求 yw = y, , 10 


Паш = Mimik* (41.3) 


考虑 到 所 提 到 的 对 称 性 质 , 张 量 Nian Я W EZ УК 64 和 矢量 n 来 构 

成 , 这 样 线性 无 关 的 组 合 总 共有 五 个 : 
ARN Nao n,.n,ë, TNN aO 
NN ó,, + nnd, +n.n,ó, HNN mÂ» 
8.8... 6. +60... 
相应 的 张 量 ww, 有 五 个 独立 分 量 . 利用 它们 组 合 的 应 力 张 量 可 以 表 为 久 
Tl, =2m0 ba + (Na — 7, ) даи + (m, +N — m ) (бат +NN Vu) + 
+ (п; – 21), ) (пи + пл) + (ns +1, +N - 21; 一 2774 по. 
(41.4) 

上 述 所 有 系数 确定 的 适宜 性 可 由 下 面 的 耗 散 函数 表达 式 来 说 明 . 当 沿 着 n 的 方 
向 选取 一 个 坐标 轴 (z 轴 ) 时 , 耗 散 函 数 可 以 取 为 


2R =2m, ( 0 ав убн) + 7,0, +220?, HRN aV + 


式 中 的 指标 a,B,y 取 x,y А. НУНА >0( RA), ARR т, M, 
MNs Ky к, y 必须 为 正 ,并 且 ， 
7:7; > т. (41.6) 
这 样 一 来 ,描述 向 列 相 介质 总 共有 九 个 动 理 系数 :五 个 黏 性 系数 ,两 个 热 导 
率 , 还 有 系数 y( 也 具有 黏 性 系数 的 量 纲 ) 和 无 耗 散 的 量 纲 为 1 的 系数 Л. 
当 运动 着 的 流体 可 以 被 认为 是 不 可 压缩 (流体 运动 速度 必须 小 于 声速 ) 的 
重要 情形 下 ,出 现在 运动 方程 中 的 黏 性 系数 的 数目 要 减少 . 不 可 压缩 流体 的 连续 


O WE HERH r X, 表示 为 公式 К/Т = - 了 xX。 


@) ХМ, E z, МХ, 往往 相应 地 称 为 热力 学 流 和 热力 学 力 ， 
Q ”向 列 相 的 耗 散 系数 已 由 某 斯 利 (F. M. Leslie, 1966) fll Ë 2 iñ (О. Parodi,1970) 以 其 它 形式 引用 . 
看 来 ,文献 中 向 列 相 黏 性 系数 定义 的 公认 选择 尚未 建立 . 
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性 方程 归结 为 等 式 V о =>, =0. 在 应 力 张 量 (41.4) 中 ,第 二 项 完全 消失 ,而 第 
三 项 具有 сопзі • 6x(mnnzm ) 的 形式 .我们 注意 到 ,最 后 一 项 在 耗 散 函数 中 没有 
贡献 ( 它 在 形成 乘积 oivi 时 消失 了 ,因为 v6 =v =0), 此 外 ,在 总 应 力 张 量 
ou 中 , 它 也 具有 如 同 - p86; 项 一 样 的 张 量 结构 . 但 是 ,在 不 可 压缩 流体 的 流体 动 
力学 方程 中 ,压力 ( 跟 速度 一 样 ) 只 是 作为 坐标 和 时 间 的 未 知 函 数 而 出 现 的 ,该 
函数 在 求解 运动 方程 的 结果 中 确定 ,在 这 里 , 它 不 是 与 状态 方程 其 它 同 类 量 有 关 
的 热力 学 量 . 因此 ,在 应 力 张 量 中 的 — рб „МА fl const * 5, (nin,vi) 项 可 以 彼此 合 
并 ,简单 地 归结 为 重新 定义 的 压力 . 这 样 一 来 ,不 可 压缩 向 列 相 流体 的 黏 性 应 力 
张 量 就 归结 为 表达 式 : 
с! =2N Va + (п, -21, ) nn + пуло.) + (m, +m – 273) пто, 
(41.7) 
趟 中 元 = +n, -21,. 上 式 总 共 包 含 三 个 独立 的 恭 性 系数 . 相应 的 耗 散 函数 (z 
轴 沿 着 矢量 n): 


2R =2m, ( 9 — 58" + Mt + 270, + 


нтк; (8T)? +к, (а,Т)* | + (41.8) 
(ЕЖ о +0, =0). 由 不 等 式 (41.6) 保 证 使 系数 m, 为 正 数 . 
习 题 

习题 ” 试 确定 作用 在 直线 向 错 ( 弗 兰 克 指 标 半 =1) 上 的 力 . ië 3 2 6) # Ë 
于 向 错 直 线 (H. Imura 和 К. ОКапо ,1973 )， 

解 : 让 我 们 考虑 在 坐标 系 中 静止 并 与 z 轴 重 合 的 向 错 ,而 流体 活着 x 轴 方向 
以 常 速度 p 运动 . 在 向 错 中 指向 矢 n(r) 在 坐标 系 中 的 分 布 是 稳定 的 ,并 且 由 下 面 
的 公式 给 出 (对 于 具有 径 向 “指向 夭 流 线 " 的 向 错 , 见 图 27(a) ): 

n, =с08 ф, n,=sin Ф, 

式 中 极 角 ф = агсіап(у/х). 在 方程 (40.3) 中 ,有 9n/9t=0 和 v=0( 因 为 是 均匀 
流动 ) ,所 以 只 剩 下 


由 此 ,我 们 求 出 由 运动 引起 的 弱 分 子 场 : 
h=yv(v xn) re, 


K P v £ z 轴 方 向 的 单位 矢量 (在 没有 运动 时 ,分 子 场 hh=0, 因 为 静止 的 向 错 是 
介质 的 平衡 状态 ). 耗 散 函数 
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2 


h? 2/ 99 i 2 F 
2R = — = ур | — 一 — 
R у yt = у (а? уу? 
在 单位 时 间 和 直线 向 错 单位 长 度 上 耗 散 的 能 量 由 下 面 的 积分 给 出 : 
[2кахау = турі, L = 1а £, 


K P КДЖ K 3IK66 486 K T, m a 是 分 子 尺寸 . 耗 散 能 量 必 须 由 作用 在 向 错 
ágh f Fü k а ЖА. 由 此 得 到 
f = пу. 
对 于 具有 圆 形 流 线 的 向 错 ( 见 图 27(b)) 也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 
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向 列 相 流体 动力 学 的 完整 而 精确 的 方程 组 是 非常 复杂 的 . 自然 ,在 微 振 动情 
形 下 , 它 容许 简化 为 线性 方程 . 

在 着 手 研究 向 列 相 介 质 微 振 动 的 传播 之 前 ,我们 预先 回想 一 下 存在 于 普通 
流体 中 的 振动 类 型 (模式 ). 首先 是 普通 的 声波 , 它 具 有 色散 规律 (频率 w ARR 
量 上 之 间 的 关系 )w=ck, 而 传播 速度 为 

Бе кей (42.1) 
声波 的 振动 是 纵向 的 ( 见 第 六 卷 , 8 64). 
其 次 ,存在 强 阻尼 时 , 黏 性 波 具 有 色散 规律 


i= LE, (42.2) 
p 


式 中 了 是 黏 性 系数 ( 见 第 六 卷 8 24). 这 些 波 是 横 波 (速度 v 垂直 于 矢量 上 ) ,因而 
常常 把 它 称 为 剪 切 波 . 它们 可 以 有 两 个 独立 的 偏振 方向 . 色散 规律 与 偏振 方向 没 
有 关系 . 

最 后 ,处 于 静止 的 流体 ,温度 (和 业 ) 的 微小 波动 ,也 像 这 样 强 阻 尼 波 一 样 传 
播 , 具 有 色散 规律 : 

іо =, (42.3) 
AF y 是 介质 的 温度 传导 率 ( 见 第 六 卷 , 8 52). 

在 向 列 相 介质 中 也 存在 相似 类 型 的 波 . 但 是 ,在 向 列 相 里 ,存在 一 个 附加 的 
动力 学 变量 , 即 指向 和 撩 n, 它 又 导致 向 列 相 出 现 新 的 特殊 类 型 的 波 (P. С. de 
Сеппеѕ ,1968 ). 

在 向 列 相 中 ,让 我 们 从 普通 的 声 开 始 . 显而易见 ,在 足够 长 的 波 ( 亦 即 足 够 
小 的 大 值 ) 的 范围 ,对 于 与 存在 新 动力 学 变量 有 关 的 声速 进行 的 修正 是 很 小 的 ， 
所 以 声速 仍然 由 前 面 的 简单 公式 (42. 1) 给 出 . 在 振动 介质 中 ,我 们 将 指向 和 撩 表 
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IWA n =n, +ën ,其 中 mo 是 介质 无 扰动 时 的 值 , 它 沿 着 整个 介质 是 常量 ,而 ón 

是 小 的 可 变化 部 分 (因为 n =n =1, n, дп =0). #5 (40.3) HERREN 

部 的 前 两 项 相 比较 显示 ,wpn ~ Ко, B] бп ~ we( 在 考虑 近似 时 ,N = h/y 项 是 更 高 

阶 的 小 量 ,因为 按 式 (36.9) ,分 子 场 hxk). 因此 ,在 流体 能 量 密度 中 的 Е, 项 有 
Е, ~ К( бп)? -к(*). 

亦 即 当 和 主要 项 相 比 较 时 , 它 是 太 数量 级 ,而 主要 项 - ро". 因此 ,在 考虑 近似 时 ， 

这 个 能 量 可 以 忽略 ,并且 这 也 是 关于 声速 的 上 述 论断 所 作 的 证 明 ， 

在 下 面 按照 大 近似 时 ,出现 了 与 耗 散 过 程 有 关 的 声 吸收 . 与 通常 的 流体 相 比 
较 , 癌 列 相 的 特殊 点 是 声 吸收 表现 为 各 向 异性 , 亦 即 与 声波 的 传播 方向 有 关 ( WL 
习题 1). 

在 向 列 相 中 ,其 它 的 振动 类 型 具有 类 似 于 式 (42.2),(42.3) 的 色散 规律 : 
wak. 这 就 意味 着 , 当 上 足够 小 时 ,在 所 有 的 情形 下 总 有 o << ck. 同样 ,由 此 可 
以 得 出 ,在 这 些 振 动 中 可 以 把 流体 看 作 是 不 可 压缩 的 由. 这 时 ,连续 性 方程 归结 
HV -v =0 或 对 于 平面 波 上 .ww =0. 因而 ,所 研究 的 振动 是 与 振动 速度 有 关 的 
横向 剪 切 振动 . 

为 了 研究 所 有 这 些 振动 ,我 们 要 对 运动 方程 进行 线性 化 处 理 . 在 其 中 ,假设 
n=no+6n,p=po+6p. 在 第 一 次 近似 时 ,分 子 场 对 nn 的 导数 是 线性 的 ,并 因此 分 
子 场 对 6n 的 导数 也 是 线性 的 : 

H =K, VV бп -К, V x[n,(n, :Vx6n)]+K Ух [n, x (n, x V xën) ]. 
(42.4) 
在 应 力 张 量 (40. 16) 反作用 (无 效 功 ) "部 分 的 第 一 项 是 关于 ôn 的 二 次 项 ,因此 
可 以 忽略 . 同样 可 以 忽略 的 二 次 项 还 出 现在 方程 (40.7) 中 表示 张 量 散 度 的 项 
ди MEZAKO + V)v 项 里 面 . 最 后 ,这 个 方程 归结 为 下 式 : 
p= = – 0.6p (аду — пк д В; ) - (nodsh, + no dihi) + Ə,Cu- 
(42.5) 
而 在 方程 (40. 3) 中 ,其 右边 的 前 两 项 里 面 ,足以 用 п, 代替 mn, 并 且 忽 略 其 左边 的 
(v - V)ón М: 
ддп 


i ] 
p m =, пу + À(6, -nono) Ry tu + ww (42.6) 


Ф 我 们 注意 到 ( 见 第 六 卷 , $ 10) ,对 于 非 定 常 运动 的 流体 ,在 v<<c 和 7+>>1/e( 这 里 7+ 和 + 分别 是 
时 间 和 距离 ,在 其 间 流 体 的 速度 经 历 了 明显 的 变化 ) 的 条 件 下 ,可 以 认为 是 不 可 压缩 的 . 对 于 振动 运动 ,第 


一 个 条 件 在 振动 的 振幅 足够 小 时 总 是 满足 的 ,而 第 二 个 条 件 恰好 意味 着 要 求 -一 << c. 
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HFEA n • бп =0,v - К=0, ЖЕ ôn Жо 总 共有 两 个 独立 分 量 . 因此 ,方程 
(42.5),(42.6) 组 成 四 个 线性 方程 组 . 它们 确定 四 个 振动 模式 ,其 中 的 每 一 个 无 
论 是 速度 还 是 指向 矢 都 经 受到 彼此 相关 联 的 耦合 振动 . 但 是 ,通常 情形 ,大 量 的 
地 简化 是 由 于 量 纲 为 1 的 关系 式 


n= (42.7) 
7 


АЛИ - 10 2 - 10 “(ЖЕ KA n E: m АНА РЕ E М НЕЕ АЖ т.т, 
my 的 数量 级 ). 如 下 面 将 要 表示 那样 ,此 时 可 以 分 为 两 个 主要 的 振动 类 型 ,对 
于 其 中 的 每 一 个 ,方程 (42.5) ,(42.6) 都 容许 作 某 种 简化 . 

其 中 的 第 一 种 类 型 ,频率 与 波 和 撩 量 的 关系 为 


2 


И. м (42.8) 
р 


类 似 地 公式 是 (42.2)( 由 于 后 面 要 说 明 的 理由 ,该 振动 称 为 快 剪 切 振动 ). 在 两 
个 方程 (42.5),(42.6) 中 ,可 以 忽略 所 有 含有 hh 的 项 . 实际 上 ,由 式 (42.8) 可 见 : 


并 因此 ,分 子 场 





利用 这 些 估计 极 易 确信 ,方程 中 的 h 项 在 跟 vj 项 相 比 较 时 是 个 小 量 ,它们 的 比 
是 - м. 这 样 一 来 , 快 剪 切 振动 方程 组 归结 为 
ðv, 


Z = до ~ 8.80, (42.9) 


Рә 


ддп, 

7 = пи +А (8, = ппу) поты: (42.10) 
第 一 个 方程 不 包含 ón ,由 该 方程 确定 振动 速度 和 色散 关系 ,然后 由 第 二 个 方程 
直接 给 出 伴随 的 指向 矢 振动 ( 见习 题 2). 

RERE p <<1 的 条 件 下 的 第 二 种 类 型 的 前 切 振动 , 即 对 于 向 列 相 
特殊 的 指向 矢 慢 振动 . 在 这 种 运动 中 ,指向 矢 可 变 部 分 的 数量 级 由 方程 (42.6) 
左边 的 导数 96n/9t 和 右边 的 h/y 项 之 间 的 平衡 确定 :w6n ~ Һ/у. 同时 ,因为 h ~ 
Kk ën ,定性 的 给 出 这 些 振动 的 色散 关系 : 


iw ~ 一 一 . (42.11) 
Y 


显然 ,在 将 方程 (42. 5) 左 边 的 导数 рдо /at ~ ро А Л д, о, ~ nok 项 相 比 较 
时 ,前 者 是 个 小 量 ,并 因此 可 以 忽略 . 方程 
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1 
一 0i6p + > ( по: д, №, — ny a,h,) 一 24 по:д,ћ, +под,ћ,) + 9,0, =0 


(42.12) 
确定 了 振动 速度 和 指向 矢 之 间 的 关系 ,然后 由 方程 (42. 6) 确 定 色散 关系 (见习 
题 3). 

注意 到 频率 关系 式 (42. 11) 和 (42.8) ,有 о/о ~ul FER s 表示 慢 振动 ,下 
标 f 表 示 快 振动 ). 这 样 一 来 ,在 同样 的 大 值 进行 比较 时 ,频率 o. 比 o, 要 小 ,由 
此 联想 到 相应 的 慢 振动 和 快 振动 名 称 的 由 来 . 

最 后 ,在 静止 的 向 列 相 介质 中 ,温度 波动 与 普通 流体 中 相应 振动 的 不 同 之 处 
只 是 在 色散 关系 中 出 现 各 向 异性 ,类 似 于 式 (42.3)( 见 习题 4). | 


2] 题 


习题 1 试 确定 向 列 相 介质 的 声 吸收 系数 . 
解 : 声 吸收 系数 山 按照 下 面 的 关系 式 计 算 : 


R 





Ге 


cp u° 
( 见 8$34) ,而 耗 散 函 数 由 公式 (41.5) 给 出 . 在 这 种 情形 下 ,可 以 忽略 该 式 中 的 
h`/y 项 . 实际 上 ,因为 已 经 指出 ,分 子 场 hc 局, 因此 及 /ycxk, 而 尺 中 的 其 余 项 
ЕТК, РЕКЕ. 经 过 简单 的 计算 导出 下 面 的 结果 四; 
o 
2рс* 
+ (m, +7, + n, – 213 -274)cos 0 + 
+[к, +(x; -к, ) cos? [= ||, 


с, 


{9 +m) +2(7; HNN, -= m ) cos 0 + 


式 中 08 是 (并 因此 也 是 v ) 和 nn 之 间 的 夹 角 . 而 导热 部 分 吸收 的 计算 完全 类 似 于 
对 普通 流体 那样 的 计算 ,可 参见 第 六 卷 ,879(c,,c, 是 物质 单位 质量 的 热 容量 ). 
习题 2 ” 试 寻求 快 剪 切 振动 的 色散 关系 . 
解 :对 于 平面 波 (y осехр(ік -г-101)), Я (42.9) ЖЖ 
— іра», = — ik,ëp + №, би. 


对 于 不 可 压缩 向 列 相 黏 性 应 力 张 量 由 公式 (41.7) 给 出 ,经 过 简单 的 计算 (考虑 9 


在 这 里 ,为 了 避免 跟 耗 散 系 数 y RH, RIIAT KEERATA. 
D 当然 ,在 计算 二 次 项 时 ,所 有 的 振动 量 都 必须 写 为 实 形式 , 即 它们 与 ! 和 rr 的 关系 由 因子 
cosl 大 .Fr 一 Of 给 出 ， 
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是 横向 的 , .天 =0) 便 导出 如 下 形式 的 方程 帆 ， 
ipw v = ikóp +a к ә +a,k n(n -o6 ) +a,kk(n o), rl) 
RP 
а =N + (m. - 27) сов'6, 


1 -= 
а, L Тз — 27) + ( ns +1, -273 )cos 9， 


l 
a, е N, – 21, ) соѕ Ө, 


其 中 9 是 上 和 nn 之 间 的 夹 角 . 将 方程 (1) 乘 以 K, 我 们 得 到 按 振动 速度 确定 振动 
压力 的 公式 : 

бр =ik(n -v )(a, +a,cos 0) , (2) 
而 待 求 色散 关系 由 方程 (1) 的 横向 分 量 确定 . 将 该 方程 乘 以 正 xK, 得 到 色散 关 
系 : 


l 
іо =—, (0) - (msin Ө + ——1); соз o), 
p p 2 


对 应 于 vy (垂直 于 通过 矢量 上 和 的 平面 ) 的 振动 . 而 在 这 个 平面 上 偏振 振动 的 
色散 关系 由 式 (1) 乘 以 严 并 借助 于 式 (2) 消 去 其 中 的 6p ЯЗ: 


г 2 Я 一 к: 9 1 2 
iw | = Ja, (8) +a, (0) зт` 0| 00" + 1, ) эт” 20 + 2-08. 26] 


自然 , 求 得 的 这 两 个 关系 与 由 式 (42.8) 定 性 的 估计 是 一 致 的 . 
习题 3 试 寻 求 慢 剪 切 振动 的 色散 关系 ， 
解 : 对 于 平面 波 (6n ec exp( ik г — iot) ) ,线性 化 的 分 子 场 为 
h=H-n(n -H)= -K,|k-n(n - К) (К+ бп) -Kv(v: ën) - K,(k + п) п, 
= Ф 
v=nxk (м =k sin 0). 
PEET TIER ва 





-ikôp -а k v -a kn(n-v) -a,kk(n +9) ya Ал h) -i Ана. К) =0, 


(1) 
函数 а, (0) ,а, (0) С ЕЯ Жо 中 确定 . 将 上 式 乘 以 mw, 我 们 得 到 重 直 于 平面 (大 ， 
п) 的 偏振 振动 № ón 之 间 的 关系 : 


a беа =} (и - й» = A 








АЕ -т)К, (и: Ən), (2) 


D 为 了 简化 写 出 的 公式 ,在 下 面 的 习题 中 ,处 处 都 把 no 的 下 标 0 省 略 . 
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式 中 
К, = K,sin`° 0 + К,соз? 6. 
另外 ,将 方程 (42.6) 乘 以 后 写 为 : 


2 


-iæ(v * ón) => (1 +A)(n-k)(v-v) [и an). 


由 此 ,借助 于 式 (2) 消 去 (gg“'z) 项 ,我 们 得 到 垂直 于 大 和 严 平 面 的 偏振 振动 的 色 
散 关 系 : 





— 从 (1+A) "cos 0 
w, =k к, {> аг sss | 
ATRAE, n) 平面 上 的 偏振 振动 的 关系 ,我 们 取 方 程 (1) 在 垂直 于 和 拓 量 
k( 在 (k,n) 平 面 上 ) 方 向 的 分 量 , 并 将 它 磁 以 n, 则 得 到 
(a а зам ауа - 1-01 +Асоѕ 26) К, (k ёп), 
Ж Ф 
К | = K,sin° 0 + K, cos? 0. 
#7 # (42.6) št 4T F) 8 65 8 3 ,我 们 得 到 
(К - ôn) = + Асоѕ 20)(n · е ) К (k - ôn). 


从 所 得 到 的 两 个 方程 中 消去 (mv ) 项 , 求 得 色散 关系 : 
1 1 + Àcos 20) * 
io, = 天 | 人 но 
所 求 出 的 这 两 个 关系 与 按 式 (42. 11 ) 的 定性 估计 是 相符 的 山 , 
习题 4 试 寻 求 静止 向 列 相 温度 波动 (振动 ) 的 色散 关系 . 
解 : 对 不 可 压缩 向 列 相 方程 (40. 8 ) 进 行 像 对 普通 流体 一 样 的 变换 (参见 第 
六 卷 , $ 50) ,并 化 为 方程 


T i 
syai, X ik = SX nm +х, (ó, = т;п). 
对 于 振动 5Tccexp( 这 .r-iot), 我 们 得 到 色散 关系 : 
iw = К (x, соѕ Ө +y, sin? 9). 
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胆 笋 相 液 晶 ( 或 简称 胆 人 省 相 ) 与 向 列 相 的 不 同 之 处 是 在 胆 省 相 的 对 称 元 素 
中 不 存在 反 演 中 心 . 而 指向 矢 半 和 - 严 的 方向 ,如 前 所 述 ,仍然 是 等 价 的 (参见 第 


Ф 当 上 是 实数 时 , 实 量 iw 必须 是 正 的 , 即 振 动 应 该 随 着 时 间 衰 减 (但 是 ,不 能 自发 的 增 大 ). 在 习题 
2 和 3 中 获得 的 所 有 色散 关系 都 具有 这 个 特性 . 
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пж, $140). 
由 于 没有 对 称 中 心 ,将 导致 形变 自由 能 可 以 包含 导数 的 线性 项 一 一 伪 标 量 
п. V x n. 自由 能 的 一 般 形 式 可 以 表示 为 


天 з © К 
F= (V n) +5 (п Ухт+9)* +> (n x V xn)°, (43.1) 


RP q 是 参数 ,其 倒数 具有 长 度 的 量 纲 . 这 个 区 别 引 起 了 介质 平衡 (在 没有 外 来 
作用 时 ) 状态 性 质 的 根本 性 变化 ,现在 它 在 空间 不 再 是 均匀 (m = const) 的 ,而 向 
列 相 是 均匀 的 . 

胆 符 相 平衡 状态 对 应 的 指向 矢 方 向 分 布 为 


У -п=0, п: Ухп= - д, пхУхп=0 (43.2) 
(由 自由 能 (43. 1) 的 最 小 值 等 于 零 时 求 得 ). 这 些 方程 的 解 为 
п, =cos qz, n =sin 42, п, =0. (43.3) 


这 种 结构 (我 们 把 它 称 为 螺旋 状 结构 ) 可 以 想象 为 原来 在 xy 平面 上 有 一 个 确定 
方向 n = const 的 向 列 相 介质 围绕 z 轴 转 动 的 结果 . 胆 省 相 的 有 向 结构 沿 着 空间 
的 某 一 个 方向 (z 轴 ) 是 周期 性 的 . 矢量 n 沿 z 轴 方 向 每 经 过 2m/g 长 度 间 隅 之 后 
又 回 到 以 前 的 值 . 但 是 ,因为 n 和 -nn 方向 是 等 价 的 ,所 以 结构 真实 的 重复 周期 
减 小 了 一 半 , 即 等 于 7/g. 自然 ,用 公式 (43.3) 对 胆 省 相 螺 旋 状 结构 的 宏观 描述 ， 
只 有 在 结构 的 螺 距 与 分 子 的 尺寸 相 比 较 非常 大 时 才 有 意义 . 而 对 于 真实 的 胆 当 
相 , 这 个 条 件 是 成 立 的 (mw/q = 10 сш). 

由 于 在 推导 向 列 相 的 平衡 方程 和 运动 方程 时 没有 利用 它 存在 的 反 演 中 心 ， 
因此 那个 一 般 形式 的 方程 对 于 胆 省 相 也 是 正确 的 . 同时 也 存在 许多 差别 . 首先 ， 
Ff 的 表达 式 变 了 ,必须 按 式 (36.5) 的 定义 来 计算 其 分 子 场 h. 其 次 ,在 自由 能 中 
存在 着 导数 的 线性 项 , 它 将 导致 模 量 К, 的 值 在 等 温和 绝热 之 间 出 现 差异 (比较 
$36 的 最 后 部 分 ) .在 $40, $41 表示 流体 动力 学 方程 的 公式 中 ,基本 的 热力 学 
变量 是 密度 和 粒 . 因此 ,必须 利用 绝热 的 弹性 模 量 ( 像 函 数 p 和 3 一 样 ). 

最 后 ,与 向 列 相 方程 相 比较 , 胆 省 相 流体 动力 学 方程 组 的 根本 变化 是 在 方程 
的 耗 散 部 分 出 现 了 附加 项 一 一 在 应 力 张 量 o' ,热流 密度 q 和 式 (40.3) 右 端的 
E N 中 出 现 了 附加 项 (下 . М. Leslie ,1968 ) : 

ON = (би) nem tu(neu, + пед ) nndT, 
N, =(М,) um +vemnidT, (43.4) 
q, = (91) nem f eu h, + м (ет + Eimi) пт. 
式 中 带 下 标 “nem" 的 项 表示 向 列 相 流体 动力 学 中 的 表达 式 . 在 这 些 关 系 式 中 的 
附加 项 不 是 真实 的 ,而 是 伪 张 量 和 伪 矢 量 , 从 而 破坏 了 空间 反 演 的 对 称 性 . 就 是 
因为 这 个 原因 ,这 些 项 在 向 列 相 流体 动力 学 中 不 存在 . 注意 ,要 想 构 造 类 似 的 项 
为 真实 的 张 量 或 撩 量 是 不 可 能 的 ,这 是 由 于 方程 对 于 n 变 号 的 不 变性 要 求 的 . 
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例如 ,oi 中 形 如 const • (no7+ma7) 的 项 或 者 g 中 形 如 const .天 的 项 ,它们 
随 着 n 一 起 改变 符号 ,但 是 应 力 张 量 和 热流 密度 对 于 这 个 变换 而 言 必须 是 不 变 
量 . 类 似 地 ,在 М 中 形 如 const - УТ 的 项 也 是 不 可 能 的 ,因为 相对 于 nn 变 号 来 说 ， 
它 是 不 变量 ,但 是 N( 由 导数 апла 确定 ) 会 改变 符号 . 

在 表达 式 (43.4) 中 的 系数 ,由 昂 萨 格 原理 得 到 它们 的 相互 联系 的 关系 式 . 
为 了 应 用 这 个 原理 ( 比较 $41) ,我 们 将 ohg №, 取 作 “热力 学 流 ”%,. 由 耗 散 函 
数 (40. 21)( 更 确切 地 说 ,从 由 焙 增 确定 的 函数 2RZXT) 的 形式 可 见 ,相应 的 “热力 
学 力 "X, 将 为 — v ZT,a T/T 和 - ВИТ. 同时 应 顾及 到 ,对 于 时 间 反 转 ( 改 变 符 
号 ) ,ou 是 偶 性 的 ,而 qi,N, 是 奇 性 的 (这 从 它们 在 方程 (40.3),(40.7) 和 
(40.8) 中 所 处 的 位 置 可 以 看 出 ). 假如 对 于 这 个 变换 , 量 x, A x, 具有 同样 的 奇 
偶 性 , 则 相应 的 与 平衡 有 关 的 动 理 系数 у = y. Бх, U x, 的 奇偶 性 不 同 , 则 
Ya = – Уһ: 现在 将 关系 式 (43.4) 中 “交叉 的 "系数 进行 比较 由, 我们 得 到 等 式 : 

v, =pT, ш =k. 
这 样 一 来 ,最 终 可 以 将 式 (43.4) 重 新 写 为 
с = (а), - Ш п (nx V T), +n Cn x T) J, 
N =N... FoR VY T), (43.5) 
4=9,.. +vT(n xh) +2uTn x (vn). 
式 中 的 记号 (vn) 表 示 具 有 分 量 为 vn, 的 天 量 . 

这 样 ,在 胆 省 相 力学 中 ,出 现 了 应 力 张 量 和 矢量 N 依赖 于 温度 梯度 的 关 
АО. 这 种 关系 的 形式 (矢量 积 n x V 7) 就 意味 着 温度 梯度 导致 了 作用 在 指向 矢 
和 流体 质量 上 的 扭曲 力矩 的 出 现 , 同时 ,分 子 场 ( 伴 随 指向 矢 相 对 于 流体 的 旋 
转 ) 和 流体 的 速度 梯度 导致 了 热流 的 出 现 . 

对 于 胆 盆 相 来 说 ,一 个 特殊 的 流体 动力 学 现象 ,可 以 直观 的 描述 为 流体 穿 过 
保持 静止 的 螺旋 形 结构 的 “渗透 "(W. Helfrich ,1972) ,这 将 在 下 面 叙述 . 

我 们 设想 螺旋 形 结 构 的 胆 省 相 介 质 固 定 在 空间 中 (比如 说 ,借助 于 一 定 的 
作用 连接 在 限制 介质 的 壁 板 上 ). 我 们 必须 指出 ,在 这 些 条 件 下 ,遍及 空间 在 结 
构 轴 (z 轴 ) 方 向 有 可 能 存在 流体 均匀 的 匀速 流动 . 

因为 式 (43.3) 的 结构 符合 介质 的 平衡 状态 , 它 使 分 子 场 变 为 零 , 即 h =0. 
“渗流 "的 存在 使 结构 发 生 了 某 些 畸变 ,并 相应 地 ( 跟 流动 速度 " 一起) 造成 一 个 
小 的 分 子 场 . 该 分 子 场 按 指 向 矢 运 动 方程 (40. 3 ) 确定. 因为 场 n(r) (其 速度 趋 


加 ”在 比较 时 一 定 要 仔细 的 注意 因子 ew 中 指标 的 次 序 ! 

© 注意 ( 见 第 六 卷 ,8$49) ,在 运动 方程 的 耗 散 项 中 间 ,存在 含有 次 要 独立 热力 学 量 (例如 压力 ) 的 
Hh E ri B: ЖЕНИ) , x E: H 88308 НЕЕ R 00). 这 类 项 的 存在 ,将 导致 在 耗 散 函数 中 出 现 含 有 乘积 VYp* УТ 
和 hh .Vp 的 项 ,在 没有 包含 平方 项 (Vp)* 的 情形 下 ,它们 不 可 能 保证 R 的 正定 性 . 
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于 零 ) 是 静止 的 , 故 szat =0, 并 且 因 为 假定 流体 的 流动 是 均匀 的 (v=w= 
const) ,所 以 va = 0, =0. 最 后 ,方程 归结 为 等 式 : 
(# ғ Vinss 98 = 

由 此 , 按 公式 (43.3) 的 ma(z) ,我 们 得 到 

h=yq хп, (43.6) 
式 中 矢量 gq( 绝 对 值 为 gq) 沿 z 轴 方向 . 在 所 研究 的 情形 下 , 耗 散 函数 的 表达 式 
(40.21) 归 结 为 2R = h`/y $ Ни) h К Ы (43.6) ,得 

2 及 = yo а. (43.7) 
由 此 给 出 流体 在 单位 时 间 和 单位 体积 内 耗 散 的 能 量 . 在 稳定 运动 情形 下 ,该 能 量 
抵消 了 来 自 于 维持 沿 z 轴 方 向 作用 的 压力 梯度 р’ =ар/а 所 作 的 外 力 功 . 在 介质 
上 作用 的 体力 密度 恰好 给 出 梯度 - Vp, 该 力 在 单位 时 间 和 单位 体积 内 所 做 的 功 
是 -pw, 使 它 等 于 2R ,我们 得 到 “渗透 "速度 : 
1р1 
суф. 
对 于 “ 穿 过 "螺旋 形 结构 流动 的 流体 质点 来 说 ,指向 和 撩 nn 带 有 角速度 vq 旋转 . 这 
个 旋转 伴随 有 由 系数 y 表示 的 摩擦" 出现 ,并 由 它 确定 流速 . 

在 真实 的 条 件 下 ,在 整个 流动 的 宽度 上 速度 不 可 能 是 常数 ,在 限制 流动 的 管 

寿 上 速度 必须 变 为 零 ,在 某 个 厚度 6 层 上 速度 罚 生 降低 . 但 是 ,对 于 上 述 运动 唯 
一 的 长 度 参数 是 1 q. 如 果 我 们 把 胆 委 相 的 所 有 黏 性 系数 都 取 为 具有 相同 的 数 
量 级 , 则 不 存在 任何 量 纲 为 1 而 数量 级 不 为 “1” 的 参数 . 很 明显 ,在 这 样 的 条 件 
下 ,只 可 能 是 6~1/g. 这 样 一 来 ,在 沿 着 管 流动 时 , 它 的 半径 比 1/9 大 得 多 ,公式 
(43.8) 除 了 靠近 壁 板 很 薄 ( 螺 旋 形 结构 螺 距 量 级 的 厚度 ) 的 薄 层 之 外 到 处 都 是 
正确 的 . 
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按照 通常 的 术语 , 近 晶 相 液 晶 ( 或 近 晶 相 ) 属 于 具有 各 式 各 样 层 状 结构 的 各 
向 异性 流体 的 范畴 . 至 少 ,它们 之 中 的 一 些 物体 ,其 微观 分 子 密度 函数 仅仅 与 一 
个 坐标 (比如 说 ,z) 有关, 并 且 是 该 坐标 的 周期 函数 ,p = p (z). 注意 (参见 第 五 
卷 , $ 128) ,密度 函数 由 质点 在 物体 中 不 同位 置 的 概率 分 布 确定 . 在 现在 的 情形 
下 ,可 以 说 分 子 的 各 种 位 置 是 作为 整体 即 pd V 来 说 的 , 它 是 处 于 体 元 dy 内 的 单 
个 分 子 惯性 中 心 的 概率 . 具有 密度 函数 p(z) 的 物体 ,可 以 想象 为 是 由 彼此 处 于 
等 距离 的 相互 自由 移动 的 平面 层 组 成 的 . 在 每 一 层 中 分 子 惯性 中 心 的 分 布 都 是 
无 序 的 ,在 这 个 意义 上 ,其 中 的 每 一 层 都 是 “二 维 流体 " ,但 是 ,流体 层 可 能 是 各 
向 同性 的 ,也 可 能 是 各 向 异性 的 . 这 个 不 同 可 能 与 层 中 分 子 取向 有 序 的 性 质 有 


v 


(43.8) 
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关 . 在 最 简单 的 情形 ,取向 分 布 的 各 向 异性 总 共 只 给 出 一 个 严 的 方向 (比如 说 ， 
分 子 的 "长 轴 " 方 向 ). 如 果 这 个 方向 垂直 于 层 平 面 , 当 层 是 各 向 同性 时 , 则 z 轴 
是 物体 的 对 称 轴 ,这样 的 结构 就 是 所 谓 的 近 晶 相 А. 而 如 果 п 的 方向 倾向 于 ху 
平面 , 则 在 这 个 平面 上 出 现 了 从 优 方向 ,同时 轴 对 称 也 消失 了 . 这 样 的 结构 就 是 
所 谓 的 近 唱 相 С. 

下 面 ,我 们 只 讨论 比较 简单 的 近 品 相 A( 并 把 它 简称 为 近 晶 相 ). 在 所 有 已 知 
的 近 唱 相 A 中 ,除了 关于 z 轴 对 称 外 ,在 z 轴 的 两 个 方向 也 是 等 价 的 . 如 果 近 晶 相 
还 具有 反 演 中 心 , 则 它 的 宏观 对 称 性 ( 即 点 的 对 称 群 ) 就 像 在 向 列 相 那 里 一 样 . 而 
在 微观 对 称 性 上 ,它们 是 完全 不 同 的 ,因此 其 力学 性 质 自然 也 是 完全 不 同 的 . 

至 此 ,对 于 所 论述 的 内 容 应 作 如 下 很 重要 的 说 明 . 沿 着 物体 体积 存在 具有 非 
恒定 密度 函数 的 结构 ,设想 由 于 热 涨 落 包 在 物体 小 区 域内 引起 的 位 移 是 足够 小 
的 .但 是 ,对 于 具有 p=p(z) 的 结构 ,在 物体 尺寸 增 大 时 这 些 涨 落 的 位 移 将 无 限 
的 增长 (参见 第 五 卷 , $ 137). 换 句 话说 ,这 就 意味 着 在 自身 斥 才 无 限 的 介质 内 
不 可 能 存在 一 维 的 周期 结构 . 但 是 ,实际 上 ,由 于 物体 尺 才 增 大 时 涨 落 增 长 的 组 
慢性 ( 按 对 数 ) ,这 一 说 法 的 意义 只 是 个 极端 的 假定 . 估计 (利用 已 知 近 唱 相 的 典 
型 材料 常数 值 ) 显 示 , 实 际 上 可 能 导致 一 维 周 期 结构 破坏 的 只 是 不 能 实现 的 极 
大 尺寸 .因此 ,在 任何 实际 提出 的 问题 中 ,p(z) 的 结构 是 能 实现 的 . 

同时 ,我们 着 重 指出 ,由 破坏 p(z) 结 构 的 涨 落 ( 亦 即 变 为 p = const) , 绝 不 能 使 
介质 变 成 普通 的 流体 . 其 根本 上 的 区 别 在 于 在 空间 不 同 点 上 密度 涨 落 的 相关 函数 
ОРЕЛ: (ёр, )др(г, ) ). 在 普通 流体 中 ,这 个 函数 是 各 向 同性 的 ,并 且 , 当 r= | r, 
-mi | 一 om 时 ,按照 指数 规律 减 小 (参见 第 五 卷 , 8 116). 而 在 具有 р =p(z) 的 体系 
中 ,相关 函数 仍然 ( 当 物 体 的 尺寸 增加 时 ) 是 各 向 异性 的 ,并 且 , 当 rw 时 , 只 是 组 
慢 的 按照 寒 函 数 规律 减 小 ,而 且 比 温度 下 降 的 还 慢 ( 见 第 五 卷 , Š 138). 

现在 我 们 着 手 构建 近 唱 相 介 质 力 学 ,这 需要 从 寻求 它 的 形变 自由 能 密度 表 
达 式 开始 . 鉴于 在 xy 平面 上 介质 微观 上 是 均匀 的 ,因为 位 移 导 致 物质 密度 变化 ， 
所 以 在 该 平面 上 各 点 的 位 移 只 与 能 量 的 变化 有 关 . 因此 ,我 们 把 密度 р 和 介质 质 
点 沿 z 轴 的 位 移 u, = u 选 作 基本 流体 动力 学 变量 (除了 假定 温度 沿 介质 不 变化 
之 外 ). 形变 能 取决 于 密度 的 变化 p -po (ро 是 介质 未 形变 时 的 密度 ) 和 位 移 w 对 
坐标 的 导数 . 此 时 ,一 阶 导数 9u/9x,9u/07 ,一般 不 可 能 包含 在 自由 能 的 二 次 项 
中 :如 果 物 体 作为 一 个 整体 环绕 x 轴 或 y 轴 转 动 , 则 这 些 导数 将 发 生变 化 ,但 是 


Q 实验 研究 证 实 , 所 有 近 晶 相 液晶 都 是 具有 明确 的 界 层 间隔 的 层 状 结构 , 故 又 称 为 层 状 液晶 . 根据 
资料 介绍 ,现在 至 少 有 9 种 不 同 层 状 结构 的 近 晶 相 液晶 ,并 以 其 发 现 的 年 代 分别 命 名 为 : 近 唱 相 A, 近 晶 相 
Бу , 近 晶 相 1$. Ж R S 32 HX tr 32 8 W 0) ИНН A. 译 者 注 

加 ” 涨 落 是 物质 系统 处 于 热力 学 平衡 状态 时 , 某 种 物理 量 在 其 平均 值 附近 作 无 规则 的 微小 变动 的 现 
象 , 如 热 涨 落 ,密度 涨 落 等 . 译 者 注 
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ВЕ ЖЕ. 

像 普 通 弹性 理论 一 样 ,总 是 假设 所 有 的 量 在 空间 的 变化 都 足够 的 缓慢 ,因而 
形变 能 在 按 空间 导数 的 震级 数 展开 时 可 由 第 一 个 非 零 项 来 确定 . 但 是 , 除 此 之 
外 ,我 们 还 要 假设 更 强 的 条 件 : 假设 位 移 本 身 是 如 此 的 小 ,以 致 各 层 几 乎 处 处 
保持 平行 于 同一 个 ху HO. 

在 这 些 假设 下 ,并 考虑 到 介质 的 对 称 性 ,我 们 得 到 近 蝇 相 的 形变 自由 能 : 


_ А. 2 ди Вр, ди\* К, 2 2 
F,=F-F.(T) = (pp +С(р рь) + а) +> (Vu), 


9х ду 
JÉ 4n ( ди/д2) У? и у Е НАЈ ix E: О ИВ TE z 轴 的 两 个 方向 
是 等 价 的 , 亦 即 对 于 变换 и - ш, z-z, x,y 一 x%,yY (关于 xy 平面 的 镜 射 ) 或 
u— -и, 2-2, у -у,х—х( 环绕 水 平 二 次 轴 即 x 轴 的 旋转 ) 是 对 称 的 . 同样 的 
原因 ,也 没有 形 如 (p -рь) Ул и 的 项 . 由 于 在 F, 中 不 存在 关于 x 和 的 一 阶 导 
数 ,必须 考虑 用 二 阶 导数 (在 固体 弹性 理论 中 没有 ) 作 为 展开 式 的 初始 项 . RÉ 
变 状态 的 稳定 性 条 件 , 即 能 量 式 (44. 1) 为 正 的 条 件 , 记 为 
А>0, В>0, АВ>С?. (44.2) 
在 式 (44. 1) 中 的 系数 符号 К, 5 (36. 1 ) 中 的 符号 是 一 样 的 ,这 样 的 选择 
不 是 偶然 的 . 实际 上 , 近 唱 相 层 结构 的 形变 可 以 用 指向 矢 n(r) 的 分 布 来 描述 ,而 
指向 矢 被 认为 是 垂直 于 由 方程 w(r) = const 给 出 的 形变 层 . 在 层 的 畸变 很 小 时 


E se 
1 = 


(44.1) 


nw WB Мм], (44.3) 


ЖАХИ (Уш) = (У - n)° , 即 刚好 是 式 (36. 1) 的 相应 项 中 出 现 的 那个 值 . 而 
式 (44. 1) 中 的 系数 BB 和 C 是 专门 用 来 描述 近 唱 相 的 结晶 性 质 的 系数 ,它们 与 癌 
列 相 的 不 同 包 ， 


D 在 固体 的 弹性 能 中 ,这 些 导数 将 进入 具有 心 flu, 的 导数 и, М 4,; 的 组 合 中 . 这 些 组 合 在 所 说 的 
转动 情形 下 是 不 变 的 . 

D 在 这 个 意义 上 ,这 里 的 近 晶 相 力 学 的 应 用 范围 要 比 前 面 研究 的 向 列 相 力学 更 为 狭窄, 在 向 列 相 ， 
EER n( r) 与 未 形变 的 均匀 分 布 状态 无 论 多 大 区 别 都 是 容许 的 . 

D 这 样 的 项 已 在 第 五 卷 , $ 137 НЯ. 

© 我们 着 重 指出 ,在 近 晶 相 ( 近 晶 相 A) 中 ,指向 矢 站 (被 认为 是 层 中 分 子 从 优选 取 的 方向 ) 不 是 独 
立 的 流体 动力 学 变量 . 在 向 列 相 流 体 动 力学 中 ,变量 п 的 特征 是 在 整个 物体 中 mn(r) 场 的 均匀 旋转 不 引起 
能 其 的 变化 . 因此 ,n 沿 着 物体 的 缓慢 变化 只 涉及 很 小 的 最 后 仅 取决 于 n 的 导数 的 能 量变 化 ,并 且 可 以 按 
导数 展开 . 但 是 ,在 近 晶 相 中 ,任何 一 个 这 样 的 旋转 都 相当 于 改变 层 状 结构 的 取向 ,并 与 很 大 的 能 量变 化 
НХ. 注意 ,在 近 晶 相 C 中 ,指向 和 撩 与 法 线 倾斜 某 个 确定 的 角 ,n 环绕 法 线 (保持 倾角 的 大 小 ) 的 均匀 旋转 
不 再 与 能 量 的 变化 相 联系 . 所 以 ,在 这 里 又 出 现 一 个 新 的 流体 动力 学 变量 一 一 n 在 层 平面 上 的 分 量 . 
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我 们 注意 到 ,在 式 (44. 3) EMF, n V xn=(V xn), =0. 因此, 形 如 
п + V x n 的 项 不 出 现在 近 蝇 相 的 自由 能 中 (因而 也 不 出 现在 $43 的 胆 省 相 结构 
的 畸变 中 ) ,这 与 在 它们 的 对 称 元 素 中 间 是 否 存 在 反 演 中 心 无 关 . 

近 晶 相 的 平衡 方程 由 总 自由 能 (用 参数 p 和 表示 ) 在 表示 物体 总 质量 保 


持 不 变 的 附加 条 件 Јову = const 下 取 最 小 值得 到 . 将 差 


[Рау - a fpav 
(其 中 常数 НЯ H  ) p 取 最 小 值 ,得 到 等 式 
4 ди _ 
APPa La нд 


该 式 与 层 形变 的 密度 变化 有 关 . 假设 p, 是 sw/sz = 0 时 的 密度 ,我 们 有 A = 0, 
于 是 


ди Срь 
р -Рь = "Рат. теа (44.4) 
量 纲 为 1 的 系数 m БЕ z ЯНУ] НАН ВОК “Е” АМЕ ос 有 关 . 3 
际 上 
Р-ро _ ай Е 
нр mishuka 
( 见 式 (1.6) ) , 式 中 wx. = ди/д2, Їй un u B fE ху 平面 上 的 应 变 张 量 之 分 量 . 设 


и, =u, 8 





将 其 与 式 (5.4) 的 定义 相 比 较 , 得 
с =——. (44.5) 


对 于 流体 , 当 m=0 时 ,系数 o 具有 特征 值 = =172. 
普 助 于 式 (44.4) 从 (44.1) 中 消去 密度 变量 , 即 得 到 只 用 表示 的 自由 能 : 





„PoB paut Kia уз 
F, == (2) +o (Viu), (44.6) 
式 中 
Pai- E (44.7) 
A 
现在 求 出 总 自由 能 对 4 的 变 分 ,然后 进行 分 部 积分 : 
5[Е.4У = - | Р.диду, (44.8) 


式 中 
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F, =pB' -К У Viu. (44.9) 


ША, F. 是 在 由 于 形变 引起 的 密度 变化 已 经 "修正 ”的 条 件 下 , 沿 着 z 轴 方 向 作 
用 在 形变 的 近 晶 相 每 单位 体积 上 的 力 . 
在 平衡 时 Е, =0, 因 而 位 移 w 满足 线性 微分 方程 : 


2 
рьВ" – К, 9? V? u =0. (44.10) 


如 果 在 物体 上 还 作用 外 部 附加 的 体力 , 则 必须 把 它 加 在 方程 的 左边 (比较 式 
(2.8)). 

关系 式 (K,/B'p。)“ 具 有 长 度量 纲 ,粗略 估计 它 的 数量 级 是 :(K,/B'po)” ~a， 
其 中 a 是 一 维 结构 的 周期 , 即 层 间距 离 . 如 果 在 ху 平面 内 在 距离 ~ 1, >>а 时， 
近 晶 相 经 受 变化 相当 大 的 形变 . 由 式 (44. 10) 可见 ,在 z 轴 方向 ,只 有 在 距离 
l, -Ё /а>>1 时 ,形变 才 经 受 相当 大 的 变化 . 

作为 例子 ,我们 寻求 方程 (44. 10) 的 格林 函数 , 亦 即 寻求 由 附加 于 ~=0 点 并 
在 z 轴 方向 作用 的 单位 集中 力 在 变 点 7 处 引起 的 位 移 w= G. (r) = G(r) (比较 
$8 的 习题 ). 该 函数 满足 方程 


2 
pB’? - K, VV G +8(?) =0. (44.11) 


对 该 方程 实行 傅 里 叶 变 换 ( 亦 即 把 它 乘 以 e ЭРХ dx 积分 ) ,我 们 得 到 关于 
函数 CCr) 的 傅 里 时 分 量 表达 式 
С, = [po B'k: 十 天 大 ] а? 
RP = +k. 道 向 傅 里 叶 变 换 给 出 积分 形式 的 未 知 函数 : 
e d` k 
000) | Е Gay 

当 k—0 时 ,这 个 积分 是 对 数 发 散 的 . 为 了 给 它 以 确切 的 意义 ,必须 消除 物体 的 整 
体位 移 , 为 此 我 们 假定 在 物体 上 某 任意 选取 的 r=r。 点 固定 . 这 样 , 在 被 积 表 达 
式 的 分 子 中 应 写 为 ee “-e*“, 并 且 避 开 了 发 散 性 . 

我 们 再 一 次 返回 到 关于 热 涨 落 对 近 晶 相 性 质 的 影响 问题 ,并 且 这 一 次 是 在 
弹性 性 质 方面 . 可 以 把 问题 按 下 面 更 为 明确 的 方式 提出 : 在 涨 落 的 影响 下 ,由 于 
对 物体 附加 集中 力 而 产生 的 形变 是 如 何 变化 的 ? 亦 即 格林 函数 G(r) 是 如 何 变 
化 的 ? 我 们 发 现 ,这 个 变化 归结 为 将 表达 式 (44. 12) 中 的 жк 代 以 下 面 的 关 
系 式 : 


(44. 12 ) 
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式 中 a 是 结构 周期 的 数量 级 DD. 这 样 的 变化 本 身 也 可 以 直观 的 解释 为 在 形变 的 
波 矢量 特征 值 减 小 时 ( 即 它 的 特征 长 度 ( ~1/k) 增 加 时 ) 弹 性 模 量 B'I К, 的 有 效 
值 的 变化 . 我 们 发 现 , 当 下 -0 时 ,有 效 值 8 和 1 减 小 ,是 原来 值 的 [ln(1/ak.)] "А, 
MiM k, 0 时 ,Ki 增加 ,是 原来 值 的 [In(1/ak，,)]”“ 倍 .但 是 ,事实 上 ,这 样 的 作 
用 只 有 在 非 现 实 的 极 大 尺寸 的 情形 下 才能 成 为 主要 的 . 

在 这 一 节 的 最 后 我 们 指出 ,可 以 对 包含 在 近 晶 相 弹 性 能 表达 式 (44.6) 中 的 
一 些 更 高 阶 的 项 进行 某 些 综合 ,但 是 ,此 时 没有 引入 男 外 的 系数 . 

对 此 ,我 们 注意 ,在 式 (44.6) 中 ,由 写 出 的 第 一 项 在 能 量 中 的 贡献 ,实际 上 
与 层 间距 离 a 的 变化 有 关 . MR u, = u 时 ,导数 9u/6z 与 该 距离 的 相对 变化 相 


同 ,因此 ,这 一 项 可 以 写 为 也 po8"(6a/a)*. 但 是 , 层 间距 离 可 以 变化 ,这 是 由 于 位 


и 不 仅 依赖 于 坐标 z, 而 且 依 赖 于 坐标 x Iy. 这 并 不 难 理解 ,我 们 设想 所 有 各 
层 同时 转动 ,比如 说 ,环绕 y 轴 旋 转 了 8 角 , 这 样 一 来 , 沿 着 z 轴 结 构 周 期 的 大 小 
仍然 等 于 a. 而 此 时 层 间 距离 ( 按 层 的 法 线 方向 度量 ) 等 于 acos 0. 在 小 的 0 fh 
BJ , 层 间 距离 的 变化 为 
20 
ба =а(соѕ 0-1) = - 9, 
因为 ,与 此 同时 ,在 所 考虑 的 转动 情形 下 ,位 移 为 上 = сопзі + хлап Ө = сопе! + х0, 
故 有 
а l / ƏuN ° 
a h 
在 这 种 形式 下 ,uw 与 * 为 任何 依从 关系 时 该 表达 式 都 是 正确 的 . 如 果 同时 依从 
у, ИМЯ u)? 来 代替 ( 9u/9x). 
这 样 一 来 ,考虑 上 述 效应 时 自由 能 (44. 6) 必 须 写 为 





ғ, = аи 1а баш ] + 到 (wa (44. 13) 
在 本 节 的 习题 中 将 利用 这 个 表达 式 ， 


习 题 


习题 有 一 近 唱 相 层 厚度 为 有, 具有 平行 于 层 结构 平面 的 平面 边界 ,承受 治 
ЖЕНИ. НИНУ. 试 求 拉 伸 的 临界 值 , 超 过 该 值 后 , 近 晶 相 的 层 


Ф W G. Grinstein, R .A . Pelcovits, Physical Review Letters, 1981 ,47:856; Physical Review A , 1982, 
26:915. 

Е. И. Кац. ЗН H 4 (ЖЭТФ) , 1982,83 :1376. 在 研究 时 ,在 自 由 能 的 展开 式 中 必须 
同时 考虑 4 的 三 次 项 和 四 次 项 . 
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结构 对 于 横向 扰动 是 不 稳定 的 (W. Helfrich ,1971 )®. 
解 : 均 匀 拉 伸 意 味 着 形变 =yz, 其 中 常数 y>0. 为 了 研究 稳定 性 ,我 们 假定 
и = уг +ди(х,=), ЖР 6u 是 满足 边界 条 件 ( 设 xy 平面 取 在 层 的 中 间 , 当 z = 
+ h/2 时 ,6u =0. ) 的 小 扰动 . 精确 到 二 次 项 的 扰动 总 弹性 能 (相对 于 沿 y 轴 单 位 
长 度 的 ) : 
|бЕ.дхаз = gfir) -= B'pay( 222) + K, (22E) аа (1) 
(ЖЖ удби/ 92 的 项 ,在 对 dz 积分 时 由 于 边界 条 件 而 消失 了 ) 
我 们 假定 扰动 形式 为 
би = const • соѕ k z ° cos kx, k = пп/ћ, n=1,2,-:° 
( 层 结构 的 横向 调幅 ). 结构 的 稳定 性 条 件 是 能 量 (1) 为 正 . 将 全 部 被 积分 因子 
sin? 和 eos 用 其 1/2 的 中 间 值 代替 ,我 们 得 到 这 个 条 件 ,为 
В'р, (к - yk?) + Кк >0. 
稳定 性 ( 随 着 y B$ o ) ИЖЕ нитки = m < 5 XA k' 确定 
(在 整个 xy 平 面 上 ,复数 上 值 不 满足 扰动 的 有 限 性 条 件 ). 第 一 个 这 样 根 的 出 
现 ,发 生 在 n=1 的 扰动 ,我 们 对 它 求 出 临界 拉 伸 的 YY 值 和 对 应 的 上 =k. 1442: 


я К ў те). 
` Пр’ ; = жұ, 





$45 近 晶 相 液晶 的 位 错 


近 唱 相位 错 的 概念 ,也 有 通常 晶体 位 错 那 样 的 意义 . 区别 只 是 由 于 微观 结构 
具有 一 维 ( 沿 z 轴 ) 周 期 性 ,使 近 唱 相位 错 的 伯 格 斯 矢量 总 是 沿 着 z MB) I] ,而且 
大 小 等 于 结构 周期 a 的 整数 倍 . 

考虑 到 上 面 这 个 意思 ,在 适当 确定 弹性 模 量 张 量 A 的 条 件 下 ,在 $27 得 
到 的 环绕 位 错 的 形变 公式 (27. 10) 对 于 近 唱 相 仍 然 是 正确 的 . 对 此 ,我 们 在 近 品 
相 中 按照 通常 的 规定 , 即 下 面 的 公式 引入 应 力 张 量 оса: 

F = iia (45.1) 
ж Е, 是 应力" 之 体积 力 (44.9). 我 们 同时 引入 对 应 于 4, = 的 应 变 张 量 ， 
其 不 为 零 的 分 量 为 


Q) 该 非 稳 定性 分 析 , 见 $21 的 直 杆 压缩 的 非 稳 定性 分 析 . 

@ .只 是 确定 在 xy 平 面 内 扰动 * 波 矢量 "的 绝对 值 ,但 是 ,发 生 的 形变 不 是 完全 对 称 的 . 最 后 的 确 
定 要 求 超 出 平衡 方程 符合 线性 ( 按 B54) 近似 的 限制 (这 里 的 情况 ,类 似 于 在 流体 平面 平行 层 的 非 稳定 性 对 
流 中 所 发 生 的 那样 ,参见 第 六 卷 ,$57). 详 见 Delrieu J М. Journal of Chemical Physics, 1974,5(60);1081. 

O 参见 第 7 页 脚注 ,这 里 指 的 是 由 单位 体积 内 的 应 力 形成 的 力 . 一 一 译 者 注 
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(45.2) 
由 式 (44.9) 表 示 的 力 可 以 表示 为 式 (45. 1) 的 形式 , 假 
过 应 变 张 量 表示 应 力 张 量 , 则 具有 由: 
= 
F u, =w, 公 式 (27.10) 具 有 如 下 形式 : 


+ 


HR Z K T ik = Азии Й 


u(r) = Аш] т 607 4", (45.4) 
А G= G. , (44. 12). 
现在 我 们 来 研究 两 种 特殊 情形 的 位 错 一 一 直线 螺 型 位 错 和 直线 刃 型 位 错 
在 第 一 种 情形 ,位 错 轴 与 伯 格 斯 矢量 ( 即 z BB) 的 方向 相同 . 这 种 情形 一 般 不 需要 
任何 新 的 计算 . 我 们 预先 已 清楚 形变 u 仅 与 坐标 *,y 有 关 , 但 是 ,在 xy 内 ,介质 
是 各 向 同性 的 . 因此 ,可 以 直接 利用 $27 习题 2 的 结果 ,即刻 得 到 





u=—, (45.5) 


式 中 o 是 在 xy 平面 上 径 矢 的 极 角 . 

我 们 现在 转向 比较 复杂 的 刃 型 位 错 情形 (P. С. de Gennes,1972). 在 这 种 情 
JÉ ,位 错 轴 垂 直 于 伯 格 斯 矢量 ,假设 它 与 y 轴 重 合 . 于 是 ,可 以 取 xy 的 右 半 平面 
作为 积分 式 (45.4) 中 的 曲面 5, ,而 与 xy 平面 垂直 的 矢量 п 将 沿 负 z 轴 方 向 . Ж 
BL A, 的 所 有 非 零 分 量 只 有 A, = B'p。 ,于 是 公式 (45.4) 变 为 


А D 的 9С — , x š 
u(r) = В" рь | | a dy . 


由 式 (44. 12) 将 函数 CE 代入 上 式 , 对 z 求 导 给 出 因子 这 ., 并 按 dy 积分 得 到 
môl k, ) ,然后 ,由 对 dk, 的 积分 消除 5 - 函数 . 在 积分 


J е“ ах’ 
0 


中 ,为 了 保证 收敛 性 ,必须 把 大 当 作 -i0 来 处 理 . 这 样 一 来 ,对 dx ,dy ,dj 的 
积分 完成 以 后 ,我 们 得 到 








> exp(ik x) dk. 
u(r) =-в| k и ka) yz 
AP 
= k exp(ik,z) dk, š К, 
ЦЕ, ‚2) a 3 k? + АК 2п’ А n: B'po 


D ла ОКАН Е, =F, =0 来 选取 ,这 些 分 量 没有 出 现 式 (45.4) 中 . 在 这 些 分 量 中 ,有 一 些 
是 算 符 . 
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最 后 这 个 积分 W B В fE ЛР k. 的 上 半 平 面 ( 当 z>0 时) 或 下 半 平 面 
( 当 z<0 时) 上 用 无 限 远 的 半圆 闭合 回路 积分 来 计算 ,并 在 极点 上 ЛР ВЕ, = 
- ЛЕ КЖ: 


f= + -ехр( - АЕ 121), 


式 中 上 面 或 下 面 的 符号 分 别 对 应 于 z>0 和 z<0. 这 样 一 来 ,位 移 





u(x,z) -+— J expt- ak z| нар 5 (45.6) 
但 是 ,更 感 兴趣 的 不 是 位 移 本 身 ,而 是 它 对 坐标 的 导数 . 对 x 的 导数 是 
= = + Sf expt - Àk? | z| + ik х ЧЁ, = + | — 
(45.7) 
按照 式 (45.6) , XF z В) p W tj XW x 的 导数 之 间 的 关系 为 公式 
ди u 
az е Ox 
由 此 
ты НЫ ату ы 


м4 |x | 一 时 ,形变 急速 ( 按 指数 规律 ) А] FE ТҶ |z | о ВР 18 (36 
方 规律 ) 得 多 . 
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近 晶 相 力 学 与 向 列 相 力学 的 共同 之 处 是 在 这 两 种 情形 下 所 谈 的 问题 都 是 关 
于 带 有 附加 (比较 普通 流体 力学 ) 变量 的 流体 动力 学 问题 . 在 向 列 相 情形 ,这 个 
变量 是 指向 和 撩 n, 而 在 近 唱 相 情形 ,变量 是 层 位 移 и(Р. С. Martin ,0. Parodi , P. S. 
Pershan ,1972). 对 于 后 者 需要 说 明 一 下 . 在 流体 动力 学 中 ,速度 被 定义 为 单位 质 
量 物质 的 动量 . 在 现在 的 情形 下 ,速度 分 量 o, 与 导数 9u/91 是 绝 不 应 该 一 样 的 . 
在 近 唱 相 中 ,质量 的 迁移 (在 z 轴 方向 ) 不 仅仅 能 够 依靠 层 的 形变 实现 ,而且 还 可 
以 借助 于 物质 的 “渗透 "(物质 穿 过 保持 静止 的 一 维 结构 ) 来 实现 (类 似 于 在 $43 
对 胆 省 相 所 描述 的 那样 效果 ). 这 种 现象 不 是 液晶 特有 的 ,类 似 的 现象 也 可 能 出 
现在 与 缺陷 的 扩散 有 关 的 固体 晶体 中 (参见 8$22). 但 是 ,在 近 晶 相 , 上 述 现象 原 
则 上 不 能 由 于 大 量 的 “模糊 ”周期 结构 (比如 含有 大 量 的 缺陷 一 一 空位 ) 和 扩大 
分 子 迁 移 率 而 消除 . 

在 绝热 运动 时 ,每 一 个 流体 单元 都 迁移 着 自己 固定 的 炉 s( 相 对 于 单位 质量 
的 ) ,如 果 在 任意 的 初始 瞬时 , 炉 :在 整个 介质 体积 内 是 恒定 的 , 则 在 将 来 它 仍 然 





204. 第 六 章 液晶 力学 


是 恒定 的 . 因为 s 恒定 (s = const) 的 条 件 对 于 单位 质量 的 焙 是 正确 的 ,这 便于 从 
一 开始 就 将 它 引 和 人 单位 质量 介质 的 内 能 ,我 们 通过 se 表示 内 能 . XI FIE ZE ЧТ ñ 
相 ,该 内 能 用 类 似 于 式 (44. 1) 的 公式 表示 : 

В 


А 2 C ди 
=2- g: == 一 pss 一 — + 
g€, =E- e (s) 2 po ) р, (р-р) а З | 


A V г)", 

(46.1) 
式 中 р, 是 未 形变 介质 的 密度 ,这 里 的 系数 4,B,C 与 式 (44.1) 里 的 不 同 , 现 在 它 
们 表示 的 是 绝热 弹性 模 量 (假设 被 表示 为 * 的 函数 ) ,而 不 是 像 在 式 (44. 1 ) 中 那 
样 的 等 温 弹性 模 量 . 至 于 说 到 系数 К, , 它 的 等 温 值 和 绝热 值 是 相同 的 ,其 理由 与 
向 列 相 的 一 样 ( 见 $ 36 的 最 后 ) 吃 . 


物质 单位 质量 占有 的 体积 是 1/p. 因此 能 量 微分 的 热力 学 关系 为 
de = Tds -pdV = Tds + др. 
р 
因而 ,介质 的 压力 可 以 由 对 表达 式 (46. 1) 微 分 求 得 : 
p =p (95) =А(р-р,) +poC о. 
继续 构建 近 晶 相 的 运动 方程 ,很 接近 于 在 $40 推导 向 列 相 运动 方程 时 所 运用 的 
一 系列 运算 . 为 了 突出 这 种 类 似 性 ,我 们 将 重新 (就 像 在 $40 中 那样 ) 利用 相对 
于 单位 体积 的 能 量 己 =pe ЖИВ S = ps. 


(46.2) 


连续 性 方程 具有 通常 的 形式 外 ; 
Pey ‚ (ре) =0. (46.3) 
关于 速度 的 动力 学 方程 应 为 如 下 形式 : 
dv. 
p= siaa (46.4) 


(比较 式 (40.7) ). 应 力 张 量 的 形式 将 在 下 面 建立 . 
还 有 一 个 方程 与 附加 变量 的 存在 有 关 , 并 且 方 程 本 身 就 表示 了 ?2 与 9u/91 
的 区 别 : 


2 — 9. = N. (46.5) 


加 ”严格 地 说 ,在 式 (46.1) 中 ,应 当 用 au/az - o(s) ЖАК аи/ а: № ó, ($) ЕН Л ИЯ s 
时 auyaz 的 值 . 考虑 在 给 定 s 的 运动 时 ,我 们 可 以 把 这 个 状态 就 选 作 未 形变 的 状态 ,并 假定 8 (s) =0. 但 
是 ,我们 强调 指出 ,以 后 就 不 可 以 这 样 ,例如 ,为 了 用 公式 = (8s/5s), 确定 温度 ,将 表达 式 (46.1) 对 s 进 
行 微分 ! 

Q) ”虽然 我 们 最 后 关心 的 只 是 线性 运动 方程 ,但 是 我 们 不 在 每 一 个 推导 阶段 进行 线性 化 处 理 , 因 为 
这 样 会 使 公式 的 表示 更 为 复杂 ， 
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其 中 量 N 是 “渗透 "速度 , 即 流体 相对 于 一 维 晶 格 的 速度 , 它 具 有 动力 学 性 质 , 其 
表达 式 将 在 下 面 建立 . 

最 后 ,用 来 计算 介质 耗 散 过 程 的 炉 方程 具有 式 (40. 8) 的 形式 : 
а E =S (46.6) 
ФЕ $40 中 一 样 ,我 们 计算 在 能 量 守 恒定 律 的 方程 (40.11 ) 中 出 现 的 单位 体积 
介质 之 总 能 量 对 时 间 的 导数 . 形式 上 的 区 别 仅仅 出 现在 式 (40. 12 ) 中 的 最 后 一 
项 上 ,现在 是 中 


дЕ дЕ ⁄ с 
| j =| ае. ee [У = Бы 
ðt Jas \9(4.и)],.92 Qi ðt ðt 





(46.7) 
( 像 在 $40 中 一 样 ,总 散 度 项 没有 写 出 来 ) , 式 中 引入 的 符号 : 
_ 1 дЕ, e P- Po) 
e т д= 
如 果 把 看 作为 撩 量 h =nh(n 是 沿 : 轴 的 单位 矢量 ) 在 z 方 向 的 分 量 , 则 极 易 确 
信和 ,该 矢量 可 以 表示 为 散 度 形式 : 





_ K, Vu =рьВ 27+ - К, У й. (46.8) 
п.“ З 


hd (46.9) 
式 中 的 对 称 张 量 a"' 具 有 如 下 的 分 量 : 


r {г} > 3 ди r ди 
о" =а, = К, Уз. и =p B == + С(р =Po) , 
с = -К, У", с = K VS, о =0. (46.10) 
дх ду 


新 写 出 : 


ðE 
(5) = -hN -vaat +V + {| = hN жес +V + 1-0. 
i Jaa 


ЖЕНИ (40. 17) J < WJ RR E h, N 的 意义 不 同 @. 继续 往 下 作 , 就 像 在 
$ 40 中 已 经 闹 述 的 那样 ,我们 即 可 得 到 从 前 的 关于 耗 散 函数 的 表达 式 (40.21) : 


2R= ci, + Nh -Т - УТ, (46.11) 
AH о, Е РИ У КО ЖЕНЕ В: 
Q) 在 这 里 和 以 下 ,我 们 忽略 弹性 模 基 沿 介质 的 变化 . 


印 ” 同 样 没有 x,( 玉 ),s 项 .但 是 ,在 现在 的 情形 下 ,这 样 的 项 是 三 阶 小 量 , 在 跟 二 阶 小 量 相 比较 时 可 
以 忽略 . 
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T= -pô +ow +. (46. 12) 
带 有 该 应 力 张 量 的 动力 学 方程 (46. 4) ,线性 化 (省 略 (v .， V)v 项 ) 以 后 将 具有 
如 下 形式 : 

po 也 = — Op+h,+0,0',,, (46. 13) 
APRE h = nh 由 表达 式 (46. 8 ) 确定. 

ЗЕЕ ЛУ HHK Е o' ,热流 g 和 渗透 速度 N(" 热 力学 流 " ) 通 常 是 用 “热力 学 

J” , 即 -v,/T,T `a T, -h/T 表示 的 线性 表达 式 , 并 且 这 些 表达 式 系数 彼此 之 
间 的 关系 可 由 昂 萨 格 原理 得 出 . 我 们 不 再 去 重复 相应 的 论证 (比较 $41, $43), 
而 只 写 出 结果 . 在 这 种 情形 下 ,我 们 假设 (因为 这 通常 是 成 立 的 ) 近 唱 相 具有 反 
演 中 心 ( 到 目前 为 止 我 们 还 没有 假设 过 ). 于 是 , 黏 性 应 力 张 量 由 对 于 向 列 相 的 
同一 个 公式 (41.4) 给 出 ,并 且 应 把 n 理解 为 z 轴 方向 . 热流 量 和 渗透 速度 由 下 面 
的 表达 式 给 出 : 


q = к, бий, 4, = -к,У.Т, Neap- ЭТ, (46. 14) 


T 92 
并 且 , 由 耗 散 函数 的 正定 性 条 件 要 求 必须 满足 不 等 式 : 
KiKi >O и ТАк: (46. 15) 
渗透 现象 使 在 近 晶 相 中 有 可 能 存在 类 似 于 在 8$43 最 后 对 于 胆 省 相 描述 的 
效应 . 假如 把 近 晶 相 的 周期 结构 用 某 种 方式 固定 在 空间 上 ,有 可 能 治 z 轴 存在 均 
匀 的 稳 流 . 从 式 (46. 13 ) 得 到 ,对 于 这 样 的 流动 dp/dz = №, Ш H sÑ (46.5) 及 式 
(46.14) 的 N 得 到 
v= -AN = -A, Ф. (46. 16) 
对 上 面 关 于 近 唱 相 动 理 系数 的 讨论 ,必须 作 一 重要 的 说 明 . 特别 是 ,在 8 45 
已 经 提 到 的 ,在 近 晶 相 上 , 涨 落 的 发 散 性 在 动 理学 现象 方面 有 强烈 表现 ,并 可 以 
显著 的 改变 它 的 性 质 山 ，, 
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在 普通 流体 中 ,以 及 在 向 列 相 液晶 中 ,它们 只 有 一 个 弱 阻 尼 声 振动 分 文 一 
纵向 声波 . 在 晶 态 固体 和 非 晶 态 固 体 中 ,有 三 个 线性 色散 关系 的 声 (声学 ) 振动 
分 支 ( $22, 823) .一 维 晶 体 , 即 这 里 的 近 唱 相 占 据 中 间 位 置 , 有 两 个 声学 分 文 
(Р.С. de Gennes,1969 ) .在 这 里 ,我 们 对 于 这 些 波 的 阻尼 系数 不 感 兴趣 ,只 关注 
确定 波 的 传播 速度 , 故 在 运动 方程 中 忽略 所 有 的 耗 散 项 .完全 的 线性 运动 方程 组 


Ф МЕ. И. Кац, В. В. Лебедев. 实验 物理 和 理论 物理 杂志 ( 羡 3T@ ) ,1983 ,85 :2019. 
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H Е ЗЕ TE 5) JJ 2 ЈГ Fë #H АЎ: 
连续 性 方程 
SË yanis =l (47.1) 


(在 这 里 和 下 面 ,我 们 省 略 p, 的 下 标 “0”,p' 和 p' 是 密度 和 压力 的 可 变 部 分 ), 方 
程 (46. 5 ) 在 没有 渗透 时 归结 为 


ER (47.2) 
动力 学 方程 (46. 13 ) 现 在 为 
р. = - Ур’ +nh, (47.3) 
而 根据 式 (46.2) 有 
р’ = Ар’ +pC SË. (47.4) 


对 于 ,应 在 表达 式 (46.8) 中 忽略 含有 高 阶 导数 的 K， УЗ Уи, УЕН 
波 矢量 ( 模 ) 大 更 高 阶 的 小 量 ,对 于 声波 来 说 它 应 被 视 为 小 量 . 于 是 
h=pB 24 + c ËP. (47.5) 

在 真实 的 近 唱 相 中 ,通常 BA C 的 值 比 4 小 . 我 们 推测 在 这 些 条 件 下 近 唱 
相 两 个 声学 分 支 的 性 质 将 变 得 更 加 明显 . 

如 果 在 运动 方程 中 忽略 所 有 包含 系数 B С 这 两 个 小 量 的 项 , 则 它们 将 化 
为 具有 状态 方程 p' = hp' 的 普通 流体 的 运动 方程 , 亦 即 具有 可 压缩 性 ( др’/ар’), 
= A. 相应 于 这 种 情形 的 振动 是 通常 的 声波 一 一 使 介质 压缩 和 拉 伸 的 纵波 . 它 的 
传播 速度 为 

с = (47.6) 
而 且 在 所 考虑 的 近似 情形 下 与 方向 无 关 . 

在 第 二 个 声学 分 支 中 波 的 传播 速度 c, 与 с, 相 比 较 时 ,我 们 把 它 视 为 小 量 : 
w/k = c, << су. 因此 ,对 于 该 运动 来 说 ,可 以 认为 介质 是 不 可 压缩 的 (比较 188 页 
脚注 ). 此 时 ,连续 性 方程 归结 为 不 可 压缩 性 条 件 :V + ç =0. 在 式 (47.5) 中 省 略 
了 第 二 项 ,因而 方程 (47.3) 具 有 如 下 形式 : 

p= -V p' tnpB os (47.7) 
将 该 方程 的 z 方 向 分 量 对 z 求 微分 ,并 将 w = uat (Ñ A , BD 4 E 
28 - A Tha 
a? аг д2 
式 中 = ди/ дг. 对 方程 (47.7) 作 用 散 度 算 子 Vv: ,由 于 不 可 压缩 性 条 件 ,我 们 
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得 到 
Е: 
əz 
最 后 ,从 上 面 这 两 个 方程 消去 p', 即 得 到 一 个 关于 6 的 方程 : 





У*р’ =pB 


9 š д’ у" i 
“va = B] Er. Fe. (47.8) 
1" 0: âz 


位 移 w 与 坐标 z 之 间 的 关系 ,意味 着 邻近 层 之 间 的 距离 a 改变 : да = 
( ди/а:) а, б = ди/ д: 本身 给 出 距离 a 的 相对 变化 . 这 样 一 来 ,方程 (47.8) 描 述 
的 是 横 波 (k*v =0) 的 传播 ,在 横 波 的 传播 中 , 层 间 距离 在 不 变 的 密度 下 经 受 振 
动 . 对 于 平面 波 , 5c exp( 这 .7 -iwt) ,由 式 (47.8) 我 们 有 
wk = Bk k, 
由 此 得 到 速度 
с, =B" sin cos Ө, (47.9) 
式 中 9 是 k 和 z 轴 之 间 的 夹 角 . 速度 c, 是 各 向 异性 的 ,并 且 , 无 论 是 沿 > 轴 (9= 
0) 传播, 还 是 在 ху 平面 (9 = r/2) 上 传播 ,该 速度 都 变 为 零 . 当 角度 趋 近 于 这 两 
个 值 时 , 耗 散 效应 所 起 的 作用 增加 了 ( 见 本 节 习 题 2 和 3). 


习 题 


习题 1 试 求 近 晶 相 在 模 量 4,B,C 之 间 为 任意 关系 时 声波 的 传播 速度 . 
解 : 将 方程 (47.3) 对 4 微分 ,并 利用 式 (47.1),(47.2) 消 去 导数 9p'/9t 和 
Əu/ àt, Pp 49 2) 2 42 
ðv „98, а д?р, 
А Aa. is У *n| -6 *B- >]. 
对 于 平面 波 ,Vv cexp( 达 -rr-iot), 上 面 的 方程 归结 为 下 面 的 关系 式 : 
-w° v = -АК(К о) +Ckk v, +п[ СК, (Кю) -Bo ]. (1) 
设 波 拓 量 天 位 于 xz 平面 上 . 这样 ,由 式 (1) 得 出 位 于 同一 个 平面 上 的 速度 9 ,而 x 
方向 和 z 方 向 的 分 量 由 下 面 两 个 方程 组 给 出 : 
r [с - (А +В-2С) соѕ 0] +0. (C — A)sin 0соз 0 =0, 
г. (С-А)зт 0cos Ө +v [с -Asin 0] =0, 
X b c= o/k R ЖЕ m 0 Z k #e z Н2НИХЯ. 使 该 方程 组 的 系数 行列 式 等 
于 零 ,我 们 得 到 色散 方程 
с [А + (В - 2С) соѕ 0] + (АВ – С?) sin’ geos 0 =0. 
ik 2 48 ( жс) 65 82 K #o ЕЕ с тс. 特别 是 
V (8=TX2)， 
m (0 =0). 
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而 在 这 两 个 方向 上 的 速度 c, 为 零 . 
习题 2 试 确定 考虑 耗 散 时 在 层 平 面 上 传播 的 第 二 声学 分 支 的 色散 规律 
(и=т/2). 
解 :在 该 习题 的 条 件 下 ,速度 mw 沿 着 z 轴 方向 ,所 有 的 量 都 依赖 于 x. 将 方程 
(46. 13) 在 z 方 向 取 投 影 ,我 们 得 到 
-iwpv = 一 大 ,大志 二 这 or (2) 
借助 于 式 (41.7) 求 出 
, _ АТ 
Fau = 2 
不 难 验证 ,由 于 参数 p/n 是 小 量 (比较 式 (42.7) ) ,& AK (2) 左边 可 以 忽略 ,而 
在 小 的 天 时 ,渗透 作用 是 不 重要 的 ,因此 = -iwu. 最 后 得 到 色散 规律 : 





т. 


习题 3 试 确定 考虑 耗 散 时 在 垂直 层 平面 的 方向 上 传播 的 第 二 声学 分 支 的 
色散 规律 (9=0). 
解 :在 这 种 条 件 下 ,不 可 压缩 条 件 导致 g =0, 近 晶 相 的 运动 只 能 借助 于 渗透 
来 实现 . 由 式 (46.5) 和 (46. 14) ,这 时 有 
ди u 
或 
iw = А,рВі. 
我 们 在 式 (46. 14) 中 忽略 了 带 有 温度 梯度 的 项 . e R E JBE #ë, f y 13 35 W 69 ТЕ, PP 
如 果 k，>>A,pB, 这 是 可 能 的 . 但 是 ,必须 注意 ,在 这 种 情形 下 ,B 是 等 温 的 弹性 
模 量 . 
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